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Р Е К О М Е Н Д А Ц И И

Р а с ч е т а  и испытания на прочность 

Метод конечных элем ен тов и программы р а сч е т а  на ЭШ 

простр анствен н ы х эл ем ен тов конструкций в  у п р угоп л ас­

ти ч еск ой  о б л асти  деформирования

Р 5 0 - 5 4 - 4 2 - 8 8

ОКСТУ 4103

Рекомендации р асп р остр ан яю тся  на р а сч е т  м етодом конечных 

элем ен тов (МКЭ) простр анствен н ы х о б ъ е к т о в , подвергаемым с т а ­

тическим  термосиловым н агр узкам  при смешанных граничных у с л о ­

ви ях в у п р угоп ласти ч еской  о б л а сти  деформирования.

Решение ф изически нелинейной задач и  со ст о и т  в  сведен и и  

кр аевой  зад ач и  к си стем е  разрешающих нелинейных уравнен и й. 

Эффективность решения кр аевой  задач и  о б е сп е ч и в а е т ся  и сп о л ь зо ­

ванием моментной схемы конечных эл ем ен тов ШСКЭ) [  2 2 ]  .  При 

и сследован и и  массивных и тонкостенны х конструкций она не т о л ь ­

ко п р ево схо ди ? др уги е варианты МКЭ, основанны е на соотношениях 

теории у п р у го ст и , но и не у с т у п а е т  оболочечным КЭ*

В рекомендациях предложен выбор оптимального алгоритма 

решения си стем  нелинейных уравнен и й, а такж е приведены м '-п л и  

определения точн ости  получаемых р е зу л ь т а т о в  и з а т р г” т . п н ­

и сто времени при и сп ользован и и  различных a n r ^ p ir v o n .
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Эффективность решения п ростр ан ствен н ой  задач и  н е о се си м - 

м атричного у п р у го п л асти ч еск о го  деформирования т е л  вращения 

о б е с п е ч и в а е т с я  применением п олуан али ти ческого м етода конечных 

эл ем ен тов (ПМКЭ), осн ован н ого  на пр едставлен и и  перемещений и 

внешних н агр у зо к  отр езкам и  ряда ^ р ь е  по окружной координате 

и конечноэлементной аппроксимации их в  п лоскости  м ер и ди ан аль- 

ного се ч е н и я .

М етод конечных элем ен тов р еал и зован  в п а к ете  прикладных 

программ (ППП): д л я  р а сч е т а  простр анствен н ы х т е л  приз­

м ати ческой  формы (общ его ви д а) и "К р у г” -  д л я  р а с ч е т а  н е о с е -  

симметрично нагруженных т е л  вращ ения. ППП разработаны  в  р а з ­

ви ти е систем ы  "П р о ч н о с т ь -7 5 " , сданной в Республиканский фонд 

алгоритм ов и программ £ 2 0 ]  .  Апробированы на контрольных при­

м е р а х , показывающих эф фективность м етода и д о ст о в ер н о сть  полу­

чаемых р е зу л ь т а т о в  при решении сложных з а д а ч  у п р у го п л асти ч ес­

к о го  деформирования о тв ет ст ве н н ы х  маш иностроительных кон стр ук­

ц и й .

Подлинники программ х р а н я т ся  в  Киевском ордена Трудового 

К расного Знамени и н ж ен ерно-строительном  и н ст и т у т е .

Рекомендации предназначены  д л я  сп ец и али стов НИИ, КБ и з а ­

вод ски х  л абор атор и й , занимающихся расчетам и  на прочность и зд е ­

лий маш иностроения.
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I .  ПРИНЯТЫЙ ОБОЗНАЧЕНИЯ И СОКРАЩЕНИЯ

X е -  м еотн ая си стем а координат 

ZL‘ -  б ази сн ая  си стем а  координат

Ut! -  компонента в е к т о р а  перемещений в  бази сн ой  сиотем е 

координат

6cj -  компонента тен зор а деформаций в  м естной си стем е  

координат

& CJ -  компонента тен зор а напряжений 

Su  -  компоненты деви ато р в напряжений 

С (  -  компонента тен зор а п реобразован ия координат 

Хз -  п р едел  т ек у ч ести  при чиотом сд ви ге  

Т  -  тем п ература 

X  -  парам етр О дквиста 

Л  коэффициента Ламе

(Я т  -  коэффициент линейного теп л о вого  расвшрения 

Е -  модуль уп р угости  

$  -  коэффициент П уассона

КЭ -  конечный элем ент 

ППП -  п а к ет  прикладных программ 

MX -  матрица ж естко сти  

Щ  -  магнитный ди ск  (том  прямого д о ст у п а )

ВЗУ -  внешние запоминающие у ст р о й ст ва

АЦПУ -  алфавитно-цифровое печатающее у ст р о й ст в о *
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2 .  ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

2 . 1 .  Соотношения простр ан ствен н ой  задач и  терм оупругости

2 . 1 . 1 .  Р а ссм а тр и в а ет ся  напряженно-деформированное с о с т о я ­

ние трехм ерн ого т е л а , котор ое зани м ает о б л асть  S , ограни­

ченную границей Г  . Ф изико-м еханические хар актер и сти ки  

о б ъ ек та  изменяю тся произвольным образом  внутри области  S . 
Тело деф ормируется под дей стви ем  ст а т и ч е ск и  уравновешенной 

системы внешних си л и реакций с в я зе й ., Внешние в о зд е й с т в и я  м огу т  

быть предотавлены  полем м ассовы х внутренних с и л , сиотемой по­

верхн остны х н а г р у зо к , приложенных на границе Г , и эк ви в а ­

лентными тепловыми н агр узкам и , вызванными неравномерным н а гр е­

вом  или охлаждением т е л а .

Важным к л ассо м  п ростр ан ствен н ы х за д а ч  терм оупругооти я в л я ­

ю тся тел а  вращения под дей стви ем  неосесим м етричного тер м оои ло- 

в о г о  нагруж ения.

2 . 1 . 2 .  Для описания геом етрии и граничных услови й  р а ссм а т ­

риваемых объектов и с п о л ь зу е т с я  б а зи сн а я  си стем а координат 2 ^  . 

Внешние н агр у зки  и перемещение то ч ек  тел а  определяю тся проек­

циями в  этой  с и с т е м е . Описание напряженно-деформированного с о с ­

тояния т е л  сложной формы упрощ ается в  криволинейной си стем е 

координат X е , е с т е с т в е н н о  связан н ой  о геом етрией  т е л а . Такая 

си стем а  в  дальнейшем н а зы в а е т ся  м естн ой .

2 . 1 . 3 .  Сиотемы координат хар актер и зую тся  компонентами м ет­

рических тен зор о в f a  и Q cy  , которые определяют масштабы 

базисны х ве к т о р о в  и углы  между ними. Сймролы Криотоффеля вт о р о ­

г о  рода н ах о д я тся  по соответствую щ им компонентам Qtj  и
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по формулам [  I  ]

п * '  i n
U'm‘ т  9

d Q m ’n ’
дйе/ д х А' ,

( 2 * 1 )

V ^ п к  /  $ Q c n  А $Q m n  д ф е т  ) 
Urn 2 & I Ifx7̂ Tfz7̂  ’ дХпJ

2 . 1 , 4 .  П о л а г а е т с я , ч то  в  любой точке тел а  и зв е с т н а  с в я з ь  

между базисной  и местной системами коор ди н ат, осущ ествляем ая 

тензором  преобр азован и я коор ди н ат,

„</ _ д ^

У ' dXJ J ( 2 . 2 )

З д есь  и д а л е е  латинские буквы и сп ользую тся для 

обозн ачен ия и н д е к со в , принимающих значения 1 , 2 , 3 ,  а гр еч еск и е  

-  1 , 2 .

2 . 1 , 5 .  Ковариантные компоненты м етр и ческого  тен зор а в  ме­

стной си стем е координат определяю тся ч е р ез  соответствую щ ие ком­

поненты в  базисной

Ковариантные компоненты н ах о д я тся  по известн ы м  к о вар и ан т-

ным
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А ( М )

$
( 2 . 4 )

гд е  f l (% i.f)  -  ал геб р аи ч еск ое  дополнение к  элем енту м ат­

рицы, построенной по ковариаитннм компонентам; g ^ d Q t l q t j J  

оп р едели тель этой  матрицы.

2 Л . 6 .  П ринимается, ч то  перемещения т о ч е к  т ел а  бескон ечн о 

малы. Т огда с в я з ь  между компонентами тен зор а деформаций в  м е ст ­

ной си стем е координат и компонентами перемещений в  базисной  о су ­

щ е ст вл я е т ся  в  виде [ i ]

2 . 1 . 7 .  Для простр анствен н ы х т е л  призм атической формы в  к а ­

ч е с т в е  базисной  удобно и сп о л ь зо в а ть  д ек а р то ву  си стем у коор ди н ат 

В д екар товы х коор ди н атах не равны нулю следующие компоненты 

м етр и ч еского  т е н зо р а :

С вязь между деформациями и перемещениями п р е д с т а в л я е т с я  в

виде

g .iY  = $ 2 2 ‘ -  f a t s '  -  i

и в о е  Г['т  =  0 .  Компоненты м етр и ч еского

си стем е координат определяю тся соотношениями

(2.6)

= 0 .  Компоненты м етр и ч еск ого  тен зор а  в  м естн ой

( 2 . 7 )

( 2 . 8 )
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2 . 1 . 8 .  При и ссл ед о ва н и и  т о л  вршцення в  к а ч е с т в е  бази сн о й  

е с т е с т в е н н о  принять кр уговую  цилиндрическую  си стем у  коор ди н ат 

( р н о . 2 . 1 ) . В  это м  с л у ч а е  отличны о т  н у л я ; 

компоненты м е т р и ч е ск о го  т е н зо р а

д н - ^ - 1 ,  $ , Ь '  = ( Ю г .

символы  Кристоффеля в т о р о г о  рода

2 ,9 )

гЛ JL
z 3' •

(2 . 10)

М естн ая си ст ем а  к оор ди н ат X е в в о д и т с я  таким  о б р а зо м , что
У <?

оси  X  и х  располож ены  в  п л о ск о ст и  м ери ди он альн ого сеч ен и я  

т е л а ,  а с о в п а д а е т  по направлению  о  2 '  . В  силу о р т о го н а л ь ­

н о ст и  Х ъ и к  п лоо ко оти  м ер и ди он альн ого с е ч ен и я  имеем

С 5 ' -  С ? - О  ; e f i i  . « • “ '

С у ч е то м  выражение ( 2 . 9 )  и ( 2 . I I )  компоненты  м е т р и ч е ск о го  т е н ­

з о р а  в  м е ст н о е  о и ст е м е  к оор ди н ат о п р е д е л я в т о я  соотнош ениями

С И  С р

9*5=
(2. 12)

С в я зь  меж ду к о м п о н е н т а »  деформаций и перемещ ений о су щ ест­

в л я е т с я  по формулам , ,

= 7  ( С *  ^  ;

4(Ih'p ) ;

£ i  ъ =  U i\ i + £ 2 l h

( 2 . 1 3 )
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Базисная и местная системы координат для тела

вращения
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2 , 1 , 9 .  Компоненты тен зо р а  напряжений в  у п р у г о ! о б л асти  д е ­

формирования определяю тся ч е р ез  компоненты тен зо р е  деформаций 

при помощи обобщенного зак о н а  Гука [241 :

6 i j -  C L J k t tc, Kt .  ( 2 .1 4 )

Для и зотропн ого тел а  компоненты тен зор а упругих постоянных 

выражаются ч е р е з  коэффициенты Ламе Я  ж у  , в  общ ем  

случае зависящ ие от  тем пературы ,

C :J « г
( ? l Q l v  ' 9 "  9

■Г )
( 2 .1 5 )

гд е

2  =
Б  i )

и - 2 0 ) ( 4 +  9 )

в

Р  = h i t *  р ;  '•

Е ' Е ( Т )  , 1 ‘ д ( Т )  -  значение модуля Юнга и коэффициента 

П уасоона при заданной тем п ер ату р е .

2 . 2 .  Основные ги п отезы  тер м оп ласти чн остн . Уравнения 

со сто ян и я

2 . 2 . 1 .  Зави си м ость между напряжениями и деформациями з а  

пределом уп р у го сти  у с т а н а в л и в а е т с я  на осн ове уравнений теории 

теч ен и я . П р е д п о л а га е т ся , что упругие о в о й ст ва  и диаграмме д е ­

формирования м атериала з а в и с я т  от  тем пературы .

2 . 2 . 2 .  Теория п л а ст и ч еск о го  течен и я о изотропным упрочне­

нием при яен зо тер м и ч еохях  процеооях н агруи еки я б а зи р у е т ся  на 

следующих основных принципах [ I I ,1 6 ]  .

I .  Ш терна л тел а  однородный и изотропный, изменение е г о  

объема л и н ей н о-уп р угое;
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( 2 .1 6 )

2 .  Компоненты тен зо р а  приращений полных деформаций c t £ i j

с о с т о я т  и з приращений упруги х d t d  %
гг

, г р
п л асти ч еск и х  а  с ч

к  температурны х d S n составляющ их

d t i j  = d £ t j + d £ Z - - d £ ' j . ( 2 .1 7 )

Приращения температурных деформаций определяю тся выражениями

[24.]

dSlj = drdTgcj,  ( 2 . 1 8 )

г д е  d 7-~ -d r ( T )  -  зн ачен и я коэффициентов линейного теп л о вого

расширения при заданной тем п ер ату р е , c J T  -  приращение тем п ера­

туры в  данной т о ч к е .

3 .  О бласть упруги х деформаций при активном нагружении для 

любого напряженного со ст о я н и я  в  п р о стр ан стве  напряжений ограни­

ч и в а е т с я  повер хн остью  нагружения

f ( F LJ,  ( 2 . 1 9 )

г д е  ЗВ -  парам етр п л асти ч н ости  О д кви ста . Функция т ек у ч е ст и  d  

х а р а к т е р и зу е т  п ер еход  м атериала и з у п р у го го  ооотоявн я в  п л а с­

т и ч е с к о е . В  ч ао тн о о ти , при $  ^  0  -  м атер и ал деф ормируется 

по упругому з а к о н у , при /  = 0  н а ст у п а е т  состо ян и е  т е к у ч е с т и .

Принято, что со сто я н и я  /  >  0  не может быть р еа л и зо в а н о .

4 .  В  олучае ассоц и и р ован н ого зако н а п л асти ч ео к о го  течен и я 

компоненты тен зор а приращений плаотичеокой деформации пропор­

циональны производным функции т ек у ч е ст и  по компонентам тен зор а 

напряжений:
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dŜ j -  dj\ Qĵ  j (2 . 20)

г д е  d $  -  некоторый неопределенны й неотри цательн ы й  скалярный 

м нож итель. Соотношения ( 2 . 2 0 )  о зн а ч а ю т , ч т о  п л а с т и ч е с к о е  т е ч е ­

ние р а з в и в а е т с я  по нормали к  п о в ер х н о ст и  т е к у ч е с т и .

2 . 2 . 3 .  Принимая г и п о т е зу  и зо тр о п н о го  упрочнения [ I I ] , 

уравнен и е п о в ер х н о ст и  нагруж ения при уолови и  т е к у ч е с т и  Мнзеоа

запишем в  ви де

Я  SLJ) - J Sc,SLj - ts - о, (2.21)

г д е  Zs -  п р е д ел  т е к у ч е с т и  при чиотом  с д в и г е ,  S LJ -  компо­

ненты д е в и а т о р а  напряж ений:

&  = V i J -  i & * K i  ( 2 . 2 2 )

S i j *  S K lg * L Q t j .  ( 2 . 2 3 )

2 . 2 . 4 .  П ринимается ассоциированны й за к о н  п л а с т и ч е с к о г о  

т е ч е н и я . Т огд а  на осн ован ии  ( 2 . 2 0 )  компоненты т ен зо р а  прира­

щений п л а с т и ч е с к и х  деформаций одн озн ачн о свя зан ы  о ком п он ен та­

ми д е в и а то р а  напряжений соотношениями

d S ^  c L l  S c j  . ( 2 . 2 4 )
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2 . ? . 5 .  В сл у ч ав  яеи зо тер м и ч еско го  п р оц есс»  деформирования 

принимаются предпосылки о функциональных зави си м о стях

Для определения зако н а со сто ян и я  необходимо для каж дого кон кр ет­

н ого материала за д а т ь  скалярную функцию *£> , зависящую от п а­

раметра &  * фиксирующего историю нагруж ения, и температуры гГ .

2 , 2 . 6 .  Установим зави си м ость  между приращениями напряжений 

и п л асти ч еск и х  деформаций.

П оскольку при пласти ческом  деформировании изображающая 

точка о с т а е т с я  на повер хн ости  нагруж ения, вы п олн яется р а в е н с т ­

во

-  й  ( з е >  т )  i
( 2 .2 5 )

Для принятой п овер хн ости  нагружения ( 2 .2 1 )

С учетом  и в в е о т я о г о  соотношения

Sij а 'вч - SLJ d<rlJ
( 2 .2 8 )

перепишем ( 2 .2 7 )  в  виде

( 2 . 2 9 )
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,, / d T s  ,,yn
г is ( j f r  a 7 * f 1- dxo x

Из ( 2 .2 5 )  о учетом ( 2 .2 4 )  к ( 2 .2 1 )  получим

( 2 .3 0 )

Подставив ( 2 .3 0 )  в  ( 2 . 2 9 ) ,  найдем неопределенный множитель й л

а х  = -у- а 2  c s .

т .  h i ? » 1 ( d £ * ' - d K ‘ )  , ( 2 i 3 I )

а

где обозначено:

. р  *  %

d f s

д с ч < р
,>/' — ^ / г ____

<?т

Г  = 4 G %  -/■ 6 3 f f s e  ,

-  2 ?ь
( 2 .3 2 )

д Г

Тогда св я зь  между пряращениями напряжений ж деформаций пред­

ст а в  д яется  в  виде

d5~d ~ С ^ е(Р£*г - d f j - f ^ d l ^ d p

где введены следующие обозначения:

IJKt r ijtct r LJ ГЧ*'*' q Lj

rw = 2G S *  

d C ijK t

LJ r *£

<r

0 й -  f r E «  ;  в
Ud 2&SLJfi

t '

( 2 .3 3 )

( 2 .3 4 )

( 2 .3 5 )
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3 . МЕТОД РЕШЕНИЯ

3 Д .  Метод конечны х эл ем ен то в  д л я  решения п р о с т р а н с т в е н ­

ных э а д а ч  тер м оп л асти ч н о сти

Метод конечных эл ем ен то в  (МКЭ) [  10J  эффекти­

ве н  при решении широкого к р у г а  кр аевы х эа д а ч  м е х а -  

х а  ники оплошной ср ед ы . Одним и з  направлений р а зв и т и я  МКЭ я в л я ­

е т с я  р асп р о стр ан ен и е  на ф изически нелинейные з а д а ч и . В д ан ­

ной р а б о т е  р а с с м а т р и в а е т с я  подход^ оо яоваян эй  н а м ето д е п ер ем е­

щ ен и й ^  е г о  применение к  и сследован и ю  у п р у г о п л а с т и ч е с к о г о  д е ­

формирования п р о стр ан ствен н ы х  кон стр у кц и й . Вывод уравнен и й  д л я  

конечны х эл ем ен то в  и их объединение в  си стем у  уравнений осущ е­

с т в л я е т с я  на о сн о в е  вариационны х м е т о д о в . П р ед л агаем ая схем а 

вы вода соотнош ений МКЭ [ 2 1 ,2 2 ]  п о з в о л я е т  у ч е о т ь  основны е с в о й ­

с т в а  ж естк и х  смещений д л я  и зо п ар ам етр и ч еск и х  конечны х элем ен ­

т о в ,  компоненты  деформации котор ы х з а в и с я т  о т  производны х ж е ст ­

к и х  вращений и о т  п о ст у п а т е л ь н ы х  и вращ ательн ы х смещений каж до­

г о  эл ем ен та  в  ц ело м , и и э в е о т н а  к а к  м ом ентная сх ем а  конечны х 

эл ем ен то в  (МСКЭ).

П роцесс решения э а д а ч  механики т в е р д о г о  т е л а  по МКЭ о о о -  

то и т  и з  следующих э т а п о в :

1 )  д и ск р ет и за ц и я  о б л а ст и  на конечные э л е м е н т а ;

2 )  в в е д е н и е  интерполяционны х функций, т . е .  аппроксим ация 

н оля перемещений вн утр и  к он еч н о го  эл ем ен та  ч е р е з  зн ач ен и я п е р е ­

мещений в  у з л а х  э л е м е н т а ;

3 )  вы во д  уравнений д л я  каж дого  э л е м е н т а ;

4 )  объединение уравнений эл ем ен то в  в  единую си стем у  д л я  

в с е й  р ассм атр и ваем ой  о б л а о т и ;

5 )  решение общей си стем ы  у р авн ен и й ;
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6 )  вычисление искомых п о л е* перемещений и напряжений.

В предлагаем ы х рекомендациях р а ссм а т р и ва е т ся  в  основном 

втор ой , третий и пятый этапы . При этом  учиты ваю т, ч то  имеют­

ся  фундаментальные р азработки  м етода конечных э л е м е н т о в f  1 0 , 2 4 ]

Принципы и ооновяые положения МСКЭ изложены в  Приложении.

3 . 2 .  Библиотека конечных элем ен тов ППП "К уб"

3 . 2 . 1 .  Для обесп ечен и я проотранотвенны х р а с ч е т о в  в  ППП 

"К уб" применяются различные типы КЭ в  зави си м ости  о т  ге о м е т ­

рической слож ности кон струкци и , р еоу р со в машинного вр ем ен и , 

оперативной и дисковой п ам яти .

3 . 2 . 2 .  Для простр анствен н ы х кон струкци й , объем которых

можно аппроксимировать конечными элементами прямолинейной фор­

мы, в в о д и т ся  предполож ение, ч то  КЭ ввиду м алости  е г о  р азм ер ов 

можно принимать в  форме к о со у го л ь н о го  параллелепи педа и подучат 

коэффициенты MS в ан алити ческой  форме. Для конструкции оложной 

формы о криволинейной границей возможно применение криволиней­

ных КЭ в  виде произвольных ш естигранников с численным иитегри 

р о вятгем  по объему элем ента и аппроксимацией координат и п ер е­

мещений с помощью полиномов Лагранже от Г до 3 -й  степ ен и  по 

трем направлениям и вклю чает КЭ о полилинейной, п оли -

квадрати чной , поликубичеокой аппроксимацией и их комбинациями 

но рая,личным на пряв до ни ям.

г'войс'ттч эл ем ен то в. Нччиодонтп Ш  я л о ментов 

'• гетто roff п ,;,’,отнпт 'теин г Mr:JQ. Для я домен тор ■
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численным и н тегр и р ован и ем  но объему вы числение коэффициентов 

вы п о л н я е т ся  по стан дар тн ы м  програм м ам . UK конечных эл ем ен то в  

с  ан ал и ти ч ески м  и н тегр и р ован и ем  вы чи сляю тся по отдельны м  п р о г­

раммам. КЭ с  ан ал и ти ч ески м  и н тегр и р ован и е по объему д л я  вы чи с­

ления коэф фициентов Ш  т р е б у е т  в  ш есть р а з  меньше вр ем ен и , чем 

полилинейный эл ем ен т с  численным и н тегр и р о ван и ем . Поэтому д л я  

т е л ,  б л и зк и х  к  пр и зм ати чески м  и с прямолинейными гран и цам и , 

можно р ек о м ен д о вать  применение КЭ о ан али ти чески м  и н те гр и р о ва ­

нием при н езн ач и тел ьн ом  сгущ ении сето ч н о й  о б л а с т и . Зн ач и тел ьн ое 

сгущ ение сето ч н ой  о б л а ст и  при водит к  увеличению  ширины стр ок и  

MX, ч т о  в е д е т  к  увеличению  вр ем ен и  вы чи слен и я Ш  в с е й  к о н ст р у к ­

ци и. Поэтому д л я  трехм ерны х т е л  сложной формы с  криволинейны ­

ми границами с л е д у е т  прим енять криволинейные элем енты  о ч и сл ен ­

ным и н тегр и р о ван и ем .

3 . 2 . 4 .  Данные д л я  э л е м е н т о в . В ое  вели чи ны , отн осящ и еся  к  

эл е м е н т а м , м о гу т  быть переменными. С в о й ст в а  м а т е р и а л о в , н а г р у з ­

ки м о гу т  з а д а в а т ь с я  д л я  гр уп п  эл е м е н т о в  н з а в и с я т  о т  номера у з ­

л а ,  принадлеж ащ его данному э л е м е н т у .

3 . 3 .  КЭ в  форме к о с о у г о л ь н о г о  п ар ал л ел еп и п ед а

3 . 3 Л .  Конечные элем енты  в  форме п ар ал л ел еп и п ед а (к о с о ­

у г о л ь н о г о  и п р я м о у го л ь н о го ) имеют ту  о с о б е н н о с т ь , ч т о  м е тр и ч е с­

кие х а р а к т е р и ст и к и  м естн о й  си стем ы  коор ди н ат постоян ны  в  объеме 

эл ем ен та  и коэффициенты матрицы ж е ст к о ст и  можно получи ть в  зам ­

кнутой ф орме.

П р е д п о л а г а е т с я , ч т о  компоненты т е н зо р а  п р е о б р а зо в а н и я  к о ­

орди н ат в  объем е эл ем ен та  п осто ян н ы ;
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№ '  в  д & ‘

dxJ дхс xJ-0 •
(3.1)

Конвчян! адамант в форме коооугодьного паралде легате да 

отобрази на куб о д ягао! ребре, равно! 2 . Квотную ояотеиу ко- 

ордннат поиеопм в центр дуба (р н о .3 .1 ). Перемещения точек КЭ 

предотавим внраненнем

° - 2>
где

С p-im]  = [ - { { -
[ P * m } T= [ - l - i a - i - i i 4 ] - ,

(  P s m T - l - i - i - i - i i i U ]  ;

m  = 1 ,8  -  кокаш вв номер уела.

Деформация еяенвнтов определяются по ф«ър1ГИ П

в ,  = 4 -  C f l  U ?  Я *  (■<+ f b X * ) ( 4 *  4 т  X s )  •

& *■  f  С " 1  и «' &*> ( * +  Ь , Х < ) ( <  *  4 т  2 * ) ;

e » * 4 - c X i  и Г * р а л ( < + / ь х ' ) ( 4 + Я т з * ) ;

Р-а - 4  У U* (< * 4тЯ*)(С*'Ат * 'А.) •
-nW У

I  У  U r ( i *  Пт 3 ? ) ( & 'А »  + C ? / b ) ;

t  ! С { 1  + & m * 1) ( C e f l m  + С ? ' Д т )
16 ,r,i 1

(3.3)



Рис. 3 .1

Конечный эл ем ен т  в  форме

параллелепипеда
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У? *■*
гд е  L l  в ы ч и с л я е т с я  по ( 3 . 6 ) .

Матрица жеоткооти КЗ представляется в вхде

( 3 . 4 )

гд е

Коэффициента матрицы хеоткоотж определяется по формулам

Можно сущ ествен н о уменьшить к о л и ч ест в о  операций при вы ч и о -
/,3£

леяии коэффициентов Ь т п  , есл и  р а зв е р н у т ь  п р о и звед ен и я и пум 

мы по воем  и н дек сам .

3 . 4 .  И эопареметричеокий криволинейный КЗ 

Рассм отри м  п р о ц есс вывода Ш  для криволинейного п а р а л л е л е ­

п и п ед а . С ч и таем , что о б л а с т ь  0 ,  зан и м аем ая элем ентом  ( р н о . 3 . 1 )  

отображ ен а на куб о ребрами единичной длины, вн утрен ни е о ь о й с г

( 3 . 5 )

(по т ж п -  не суммировать!), где

[ С( 1  -  -- c o s  ( п ^ ч ; 7 з .5  .
(3.6)
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м  которого определяется иехаяичеожвмв к геометрвчеожяш харах- 

теряствкамя элемента. Начало оиотемн координат ос\X3 , :г 3 по- 

местям в центр алемеята, направляя оон вдоль ребер; нанеоем на 

него равяомвриув оеть, принимая в качеотве ненавеотннх у аксоне 

аяачеяжя перемецеян!. Аппроконшруев функция перемене н х! прв 

н о т а  одноверннх полняонов Лагреяха й!(к)(х1)(К'М ,S):

u r ^ u r V ^ Z
где

mni т  л £
2 - 2  Z  Z

РЧГ р*0 г*о
0 (») г(п) D(t)

т  а К<(Р) К*(Ъ ) K bit) I

-я) А(**>-х£ )_______
* * 4 '  г * ‘ > - * ; ; ; ) ? <  г я £ - * $ . $ } )

(3.7)

(3.8)

Кошоявнтн деформащк предотавяи отревком отепенного ряда

(3.9)

где

fi,i) M i Щ  ш
z  z  z

&*8  i'O t ’O <fu
(3 .1 0 )

Вежчнни Mij , tVtj , l,j.j для приятого варвапта раопреде- 
неии перемецеин! (3.7) находятся в отрогом ооответотвп о нн- 
декоан т  , П , t  , с в j  ооглаоно формулам

М" =  Ии -  /Чгз =  Мн *  H ii  -  /77 -  i  ;  / Ч 2 2  =■ Мгъ*Мзе 
-М зЪ -Г П  ;

/14? » Д/д-/ = fJts -  Л/гз ■•= А&2 = г 1 - Л/уу = л/л у * Л% = п ,

( З .И )
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L t o - L 3 j  ' L z s - L  Ь з 5 =

6  ( 3 . 8 )  и д а л е е  по и н дек сам  взя ты м  в  ск об к и  не с в о р а ч и в а т ь !

В этом  сл у ч а е  о к а з ы в а е т с я  возможным д л я  любых трехмерны х 

эл е м е н т о в  у д о в л е т в о р и т ь  у сл ови я м  ж е с т к о г о  смещения и о б е сп е ч и ть  

су щ ество ван и е и сх од и м ооть приближенных реш ений.

С в я зь  между коэффициентами р азлож ен и я деформаций ( 3 . 9 )  и 

коэффициентами перемещений ( 3 . 7 )  в  1£КЭ может быть у с т а н о в л е н а  

н ескольки м и  сп о со б а м и . Р ассм отр и м  основны е и з  н и х. Предположим, 

ч т о  реальн ы е деформации м о гу т  быть п р ед ставл ен ы  точн о конечной 

суммой

Л  J ,  rJ9 $ t )  t q H )
еч-Е ̂  I tcj f (д о т*—) (зла)

J 2=e> $-o b o J  1 * * /  *

В о сп о л ь зо в а вш и сь  формулой ( 2 . 5 ) ,  ооотави м  т о ж д е ст во  о т н о о н т е д ь - 

но деформаций и перемещений

£  S Т  fa s t )  /0г /\ * m  п  I
ecj-ZZZ dj V  = т - Г Г  Г '

д=о s-o t-o  ' <- p -о  q o /■»*(7

( 3 . 1 3 )

■ {и Г %  ̂  и г % ^ > -  и п ; ^ , }

П оскольку индексы  G , р , Г ограничены  и ои отем а 

с о с т о и т  и з  ли н ей н о-н езави си м ы х функций, то  можно п о ст р о и ть  био­

р тон ор м и р ован и ю  к  ней си ст ем у  { %Р ^ Г]  а .г
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.«'..r; ̂  '1 ' :

Умножая ск ал яр н о  р а в е н с т в о  ( З Л З )  я а  функции J  f * полу^
n № S t )

чнм выражение д л я  коэффициентов к.ч j  ч е р е з  перемещ ения в 

ви д е м ом ентов о т  функции деформаций

/ v e i n  r f9 s i )  1 % "е п !Х1Г!' дц>:р * Г\ . v
U) , и * / U, ' / #  i ^

* l J ? * r > u r P)J r c f ? l p9* y * st ) r i v .

В б о л ее  общем с л у ч а е  п р е д ст а в л ен и я  деформации в  ви д е бескон еч-- 

н е г о  р яда ( 3 . 1 2 )  при 6  , $  , Т -'-с*?  (в  предположении д о ­

ст а т о ч н о й  дифференцируемости функции в  п р е д ел а х  эл ем ен ­

т а )  с о о т в е т с т в и е  между компонентами перемещений и деформаций 

у с т а н а в л и в а е т с я  путем  р евлож ен и я л евой  и правой  ч а с т е й  р а в е н с т ­

ва  в  р я д  М аклорена. П риравнивая коэффициенты при одинаковы х 

с т е п е н я х , находим необходимые соотнош ения

с ‘< ' ( i W T M > i i i i f х = о

mnt

■t£
п (*£>+)

г)
тЛ/Ыг) г1*Ы)
U i + ^^(рс^г)

тт л ,* * *
“ d i / f p i » )  U p

w )  d f p * * * r * f>

а ] ( р я г ) ( д х 1) p( d x ‘ ) ^ ( d x T d x 1 X . - 0

( 3 . 1 4 )

n д [ р , 1 * г’) Г п

•' “ г ( д я ) ? Т д з ^ д х У x  - о  .
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Следу га га  этапом вывода UK для КЖЭ является определепе 

вапряхенив ва оонове веданного закона ооотояяня. Прянем ва ос­

нову обойцеввнК закон Гука

CiiKt е*е - 1 СфебТу°*г) (зле)

Введем обозначение

п->Ц _  р
Ч р$ю  и  °(*Ю ( З Л 6 )

гд е  величины по аналогии о коэффициентами разложения

деформаций назовем  моментами напряжений. Экспериментальное и зу ­

чение сво й ств соотношений уцругооти (3 * 1 6 )  привело к  вы воду,что 

для отарших моментов деформаций и напряжении целесообразно в в е с -  

ти дополнительные момента деформаций c /y т  , Ы г  , с  з з  

( Р ^ О  f №  £  О  ) t которые определим ч е р в 8

ооновяне, всх о д я  из уравнения

Т (щ п  -  T fp W -T c ^ -O  .

Выполнив соответствующие подстановки и преобразования для мо­

ментов напряжений, подучим

f-T-гб/

т

Г}

-1 if

( р ы

-  {

\'iJ\fpq.i)

М«е  JM W ) 
н )  C u t

nLjK( JWP) 
Lfay  C u t  ;

i s  C>kz

i r t  n i f t f f )  /  ^r/r-ss)
- L  -  L  /  <•
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причем для остальн ы х моментов из ( 3 . 1 5 )  справедливы  соотнош ения 

( 3 . 2 6 ) ,  Тогда формула д л я  напряжений примет ви д

Разли чи е между ( 3 . 1 5 )  и ( 3 . 1 6 )  р а сп р о ст р а н я ет ся  тол ьк о  на с т а р ­

шие моменты напряжений, которые при построении тео р ети ч еск и х  

оценок точн ости  аппроксимации напряжений (деформаций) обычно 

не принимаются в о  вним ание. С этой  точки зрения охемы МКЭ, п о­

строенны е на осн ове  ( 3 . 1 5 )  и ( 3 . 1 6 ) ,  экви вален тн ы ,и  эффек­

т и вн о сть  каждой и з них у с т а н а в л и в а е т с я  на чноленных примерах.

Дальнейвие п р еобр азован и я для вы вода матрицы ж естк о сти  вы­

полняю тся на осн ове  эн е р ге т и ч е ск о го  п од х од а . Сротавим прибли­

женное выражение для вариации анергии деформации

- J c ^ l f  у ( т У ^ r )d o c  1d x  * d £ \ ( 3 .1 8 )

Интегралы ( 3 . 1 8 )  определяю тся чи слен н о.

Принимая в о  внимание ( 3 . 1 4 ) ,  п редстави м  вариацию энергии 

( З Л 7 )  ч е р е з  узловы е зн ачен и я перемещений:

( 3 .1 7 )

<6" I V - ,
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Tjf’t f r ' io r j'S p * »  - i t c w e )  <4LjKi
и  о uy> ibt fpq,r) UKt($i$) J (pyrsi£)

_ TMf>)r'>eTTl$P®n W №  , / * ( * * »  ~ Ц к *  , 
Uy OUK &t(stg) Uc./(pq*) <-Tpq,rsig) +

'  v ‘r ’s u ^ ' ^ d s ' ^ % % t ^ ,}  -

=mf  ? $ u !? p e)U l f4 ,M Hta* epe <%P9) >

где

bjXb( _ Ŷ’ Г>  ̂л  )
" n r  %  a i<Pbv>

ep » >  n a iK i)  
***»>  M r s t y

(<-i) (<ft) (J./U-)
- E  E  cl,
pqr sty 'C(pcpv)

**■<%№ ~ И ч£  
u ytfsty) ''fpq.Tsty)

M ) oei)-zz
P $ r sty

<(pe>
Li(stg) 'H pq.r-)

.yV’/Ki
J (p q .v sb j) t

r fiu /iir ) typ'jtft
P a r i t y  ^ cstg ) p jtp y r )  J (py.Ps ty-) .

~ a jKl UP*-)
Величины Mtfp e)  являются коэффициентам,

[G] =* [в/*nJ }  * m *n»t

матрица
*аоткости

Gf’i/o  ~ G pp)
l\JLM (*fbj ) 

<$Рв>
/i/*1 (iP&)

(  ̂/3 &-) (3 .2 Г )
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где

6  c j  = 6 i j
dSu

v i x = o  > c c h f e ^ J £ A \ x * = 0  .

д г£ ъ ъ
Коэффициентом разложения g j r g j e  j x \ 0  

гаем  как  величиной вноиего порядка малости.

пренебрег

3 * 5 .6 .  В окружном направлении деформации и их прожнводнне 

изменяются до закону

£ i / ~ l  &  c o s t  х * +  £ ? j  s e n  l  X s .
t*Q

£ i u  £  <& c o s t * 1 *  Ц  s i n  e x 3 
«  4

( 3 .2 8 )

3 . 5 . 7 .  Компоненты тензора напряжений также предотавим в  

соответстви и  о 1СКЭ:

б '* *  = S '* *  + х ( з ы ) > ,

^  ^ а - с О

уде

< г Ч  s - j

*
O '3 5 ,  c r » r  < 5 %  я * ,

,  * * / /> ■  f f l l n i o

( 3 .2 9 )

( 3 .3 0 )

Компоненты тензора напряжений в  центре меридионального
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Рио. 3 .2

Кольцевой конечный элемент
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н езн ач и тел ьн о  изм еняю тся в  п р ед ел ах  меридионального сеч ен и я 

э л е м е н т а . Поэтому они принимаются постоянными и равными с о о т ­

ветствующ им значениям в  центре сеч ен и я  :

С Ч ке= C f £ , 0  }  |/Г= Щ ^ - о  > ( 3 - 2 2 >

г д е :

* det С9cj1,

3 . 5 . 3 .  5  к а ч е с т в е  н еи звестн ы х  выбраны перемещения у зл о в  

КЭ в  базисной  цилиндрической си стем е координат L h ^ S ^ S s )  , 

гд е  индексы я  3 ?  определяю т положение у зл а  отн оси тельн о 

центра эл ем ен та . В  п р ед ел ах  элем ента перемещения изменяю тся по 

билинейному эакону

U*’~z Z Uk'(Si Si) (S, S2 х<хг ->$,*H $9*±f '

В центре КЭ перемещения вырахаю тоя формулами

Щя±о Uh'(s<’s*) ;

( 3 .2 4 )

= Uk'(S' ^  sfi ;

Ц Z E
$ i* t4  Sae t1

^ K f(S rt S t )  Sf Si
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3 . 5 . 4 .  В силу зам кнутости рассм атриваем ого тела вращения 

представляем  перемещения у зл о в  КЗ отрезками ряда Фурье по ок­

ружной координате

Us(s,s,) - £ U$(SlSl) cosex*.

Ui'fSi.si) = E UUs,, s2) smtx3
e=o

( 3 .2 5 )

Коэффициенты p aвложения ( 3 .2 5 )  определяются соотношениями

[30]

l i t  ,  = 1  7 '  , f  CDS H E ”  
uj.'(S,,Si) N „Го US(S,Jt) CUb N ;

e j г м  n ( 3 .2 6 )
U s ' ( s , ,S i )  = j r  %  U s '(s , ,S } )  S i n  £ -jp - .П*0 ' >v

3 . 5 . 5 .  Компоненты тен зора деформаций представляю тся от­

резками ряда Иакдорена согл асн о  ооновным положениям моментной 

схемы конечных элем ентов (МСКЭ) [2 2 ]

= £ * *  * X >

£ i z  *■£*$

S d i  = £<<5 + С пг(^  0 *5 ,(5 -< к ) Я >
0 0

£ ъ ь  ~ £ * *

( 3 .2 7 )
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прк о л е д у т е я  о о о т в е т о т в ш  индвкоов в  правой к  левой  ч в о т я х  

п р ед вд у я его  р а в ен о т ва

К + 5 ( $ Ч )

Ъ = L + b(d-i) + 5-rn(Jb- 4) *5 m n(r-i)

(4«*V, з; *$=4,2>.>™,
r,Q-4,Z...t),

3 * 5 .  Кольцевой КЭ ШШ "К р уг"

3 . 5 Л .  Для р а с ч е т а  конструкций но ШШ "К р уг* в  к а ч е с т в е  

б а з о в о г о  выбран КЭ, д л я  к о то р о го  интегри рован ие по объему о с у ­

щ ест вл я е т ся  в  явной ви де [ ? ] .  Это о б есп е ч и ва е т  получение д о с т о ­

верных р е зу л ь т а т о в  при экономном и спользовани и  машинного вр ем е­

ни и р е су р со в  ЭВМ. Проведенные соп о ставл ен и я  с  КЭ, для  котор о го  

интегрирование по объему вы п олн яется численно по формулам Г а у с ­

са  [Х О ], п о к а за л и , ч т о  при одинаковой точнооти р ао ход  машинно­

г о  времени д л я  т а к о г о  элем ента в  1 , 8  р а э а  выше.

3 . 5 . 2 .  Конечный элем ент принимается в  ви де вольна о произ­

вольным криволинейным четы рехугольным поперечным сечен и ем  (р и о . 

3 * 2 ) .  в меотной оиотеме координат меридиональное сечен и е КЭ 

п р е д ст а в л я е т  собой  к ва д р а т  о единичными сторонам и. Не чадо с и с -
i 2

темы X е поместим в  центре эл е м е н т а , направляя оси X  и X  

п араллельно стор он ам , а X* совм ести м  с  ,

П р ед п ол агается , что тен зор  упругих постоянны х и on.-sort-?ли­

то ль мв т р и ш . состри л :j н н г ft и ч компонент ме трипе' • кг гг
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оеченжя КЭ овяааим о компонентами дафориацкв ооотноманнямн

f i .  c ^ e i e ( 3 . 3 1 )

3 . 5 . 8 .  Предлагаемых КЭ ориентирован на и ссл ед о ван и е м а с с и в ­

ны х, тон кое те иных и комбинированных кон струкци й . Для а ле м ентов 

тонких оболочек о н а гр у зк о й , приведенной к  срединной повер хн о­

с т и , в  к л а о с п е с к о й  теории оболочек в в о д я т о я  у сл о ви я  р а в е н ст в а  

нуд» нормальных напряжений на площ адках, параллельны х п л о ск о с­

т и , к аса т ел ь н о й  к  срединной п о вер хн о сти . Этому предположению 

с о о т в е т с т в у е т  следующая г и п о т е з а :

* ы л )
0,<* - 0 ,  (3.32)

о т д е л я ю щ а я  п о ст о я н ст в о  напряжений обж ати я.

Иа усл ови я  ( 3 . 3 2 )  получена с в я з ь  между проиэводш м н  напря­

жений и деформаций в  ц ентре элем ен та д л я  у н и вер сал ьн ого  КЭ

jlij ац го;ос = Оос Ске,* , (з.зз)

гд е

М  п ц к е  С * м > С и » * е
Dj. I  c ( m t )  . ( 3 . 3 4 )

Оотальннв коэффициенты п е р во го  порядке ряда М еклорене 

( 3 . 2 9 )  опуокаю тоя, т а к  к ак  онш не дают в к л а д  в  в к е р п в  деф ор- 

и а ц п  в ле м ен та.

? л . . п ,  в  пОвам оду чае  компоненты тен зор а  у о р ? г * г  п о с т о я » -
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о,

них зависят от окружной координаты, позтому нацряженхя б
A c jж ix npoiанодные О,* раскладываются в ряд Фурье пол1

6li-Z Si1costхК &LJSLnexi .
t*o  c

= S  {> Li e M $ l 3 c 5 + 
e-o  >

( 3 .3 5 )

Коэффициенты разложения ;3 .3 5 )  определяются по известным 

формулам численного гармонического анализа [ 2 9 ] :

I '  V t-О С05̂  N ’

6 • . ; 2N~-i О .
я Л- у  у ч  

и,<м N £о -')*п c o s t
N

8 ‘ > . Ц & ‘Ч т О р -  .

3 "  smt Ч? .

( 3 .3 6 )

3 . 5 . 1 0 .  Амплитудные значения напряжений и их производных 

в центре КЭ овязаны о соответствующими значениями амплитудных 

деформаций и их производных на основе обобщенного закона Гука

& ? -  с ч < *  Ц я . f y .  c L<m  i U  .

’  f t 1*  I L , <  ;

где б * $ т определяются по форму лек ( 3 .3 4 )  по 8НВЧеШММ 

компонент тензора упругих постоянных в  центре однородного в
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окружном направлен» элемента L

3,5.11. Связь между коэффициентами разложения (3.27) ж ув* 

ловнми значениями перемещений имеет вид

8 ^  - i z t i  £ _ s ; ;  u ' j ” s%  *  г ' / >  u i - - 

' zUUt‘,MSfl >z!',»u?Ms<] .

I wi'f\ ;
^5/** V } У

&>*fsf„U u’'Ms* - f  Z bU ^K

£  7 ^ ,  J )  £  2  2 ^ ^  / j  fa* & ) "7Z jL Uz ~ 2 pz* КЗ' J v (3.48)

= f s X  2 ^ [ z ^ ( ^ ) U s,,s,)S^ +2 ? ^ i C ‘s% S ^ l )  

t Z U ^ U r ' ^ S *  +2 7/ m 4 * ,,S>)S* Sf3u ) ]  ;
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&VC -i г  Г  llQf's* *tziU?V Z*UF S* j;

r Si«iy S s * a

-> Z \ d  U r , b  ^ S a - * ' ) 4 i 2 \ d ( i - ^ ' ) U (2 \i s>‘>̂  Z * d  U i ' i  !$Vj - . o

у 2  2 К л / з - л )  „ fH S t-y  £  2  Z 2U z K < 3 - o O  . . / » , * )
?  f j z f L h r + 2  ( ? * ' ) *?  — ( Z 3')*

4  2  Z &  „ * ■ • • * >  n  7в ye' U* S(s-J.) J ,

3 .5 ,1 2 *  Заменив в  ( 3 .3 8 )  угловые пер ем ечен ы  их п р едотаь- 

лением отрезками ряда Фурье ( 3 .2 5 )  и скомпоновав соответствую ­

щие коэффициенты при COS t  х э и s i n  I  Х ь , полупим св я зь  

между амплитудными значениями деформаций и их производных в  

центре меридионального сечения КЗ и амплитудными значениями 

узловы х перемещений. Отличные от нуля компоненты соответствую ­

щих тензоров определяются формулами

£ ,  -  i s z  s j z t b  ■ z r ; s ! ) v ^ f ,

^ ^ s / C - г ' О  ;

( 3 .3 9 )
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I t  -  1

- ДЛ' W,. J  .

8 м , ( з ы ) ~  2 % tt % ^ [ 2 ,Г* (з-л ) S *  + 2 Z %  Sd. S ( i - d ') ] U r 't f / ,

a t  / у  y* r p n rS'tS* )  C j. dL 'Z 2 ' T /$ * '$ *)
* 3 3 ,4  -  ? 5Д ,  L t U s ' f t )  S *  * 2  +

+ ^ 4 % A)& J  :

d. 9 *? ? **  / v 1 p  ty f* '  ;
£  1 £  y < l(3 ' * )  ~ %  y *  v i t * { t )  S f c - * ) - '

Td * ( * * > ! $ •  *  Z ' d Z * ' ^ )  „ * ' . * >
Z * ’ U i ( e )  ( z * ) t --------- & ' ( e )

_  2 %  7
^ г 7 " Us‘<e) Ьи-Л) J

3 . 5 . 1 3 .  С учетом  в в ед е н и е  ги п о т е з  и предположение у еловые
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амплитудные реакции кольцевого КЭ определяются формулой

Подробный вывод формулы ( 3 . 4 0 ) ,  выраженжя для компонент матриц

[6fi]e , [5<ы ж{вгЬе ( . /5 » 1.2) * алгоритм оп-
ределения амплитудных напряжений для упругоплаотичеокнх задач 

приведены в  йриложекии.

3 . 5 . 1 4 .  Матрица жеоткооти элем ента, учитываемая неоднород­

ность материала по окружной координате х изменение овой ств ма­

териала всл ед стви е развития пластических деформаций, определя­

е т с я  выражением

{ v f s h s g ) } t  ~ ( [ B i l e  { & } с *  [ & * Ъ  *

•як Пь& (

( 3 .4 0 )

+ [бг]т [ к ]  Ш п  Sin т х 5 Sinпх? *

+ у Т  2 # (Lbillm [Di]^ [&i]tn cos т х* cos п х ъ+ 

+ {bt)Jm 0гл [бг}лп sin тх* sin ПХЪ)]н

( 3 .4 1 )

3 . 5 Л 5 .  В случаи однородного по окружной координате тела 

вращения матрица ж есткости кольцевого КЭ п р ед ставл яется  в  виде



( 3 .4 2 )
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[н]ее [i>i][bi]e *

+ #  £  IV < 1 j , [ 6 - i h e  *  { &‘ } J e  A *  ( в *  h e  ) 1  W .

*  *  *  *

Матрицы CD,] , Ш  ,CV<]4 .  D u  приведены в  Аркложениж,

Матрицы С&]  ,  [V i] t[Di]dL и Ш<к формируются аналогичным

образом о учетом т о г о , что их компоненты не зави оят от окружной

координаты.
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4 .  АЛГОРИПИ РЕШЕНИЯ, ПЕРЕЧЕНЬ ШХОДНЫХ ДАННЫХ 
И ПОЛУЧАЕМЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

4 . L  Алгоритмы решения ожотемы нелинейных уравнений

4 . I . I .  Раочет пространственных конструкций в упругоплаотж- 

чеокой облаотн деформирования МКЭ приводит к  необходимости ре­

шения больших оиотем нелинейных уравнений. Выбор аффективного 

метода решения таких ожстем существенно определяет общий объем 

вычислите ль них работ я  стоимость решения конкретной задачи.

4 . 1 . 2 *  Рассматриваются различные алгоритмы решения физи­

чески нелинейных за д а ч , ооиованяне на методе дифференциального 

спуска по параметру. Суть метода заклю чается в  замене сиотемы 

нелинейных уравнений задачей Коши для система обыкновенных диф­

ференциальных уравнений по параметру. Тогда на некотором шаге 

изменения параметра приращения перемещений определяются форму­

лой

{ a U ] ' [ K ]  i & Q ]  , ( 4 . D

гд е  ( й U ]  -  вектор  пркраиенкв перепелен ке ;  [ $ ]  -  матрица он о- 

темы разрешающих уравнений, определяемая по данным расчета на 

предыдущем шаге и учитывающая развитие пластических деформаций; 

[aQJ -  вектор приращения нагрузки .

Алгоритм ( 4 .1 )  доотаточно проот с точки зрения реализации, 

однако при таком подходе возможно накопление погрешности в  про­

ц е ссе  интегрирования дифференциальных уравнений «выполняемого ша­

говым методом.Уотранить данный недоотаток можно путем применения 

метода Ньютона-Канторовича на одном шаге изменения параметров 

[2 3 ]  :

I Д U n h  [ М " )  Г ( Ы  ] - {  Rn- , ] ) ,
( 4 .2 )
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где : L U n ]  -  ве к т о р  приращ еетя перемещений на итерации л  , 

[ Ш п ч ]  "  ве к т о р  приращения перемещений на итерации п -  у ;

[ S ]  -  ве к т о р  н а г р у з к и ; [  R n 4  -  в е к т о р  р еакци й , определяемый 

по напряжениям, вычисленным на итерации n - i  .

Бели итерационную процедуру вы полнять в о е  вр ем я о матрицей, 

сформированной на первой итерации п ер во го  ш ага, то  формулу ( 4 . 2 )  

можно пер еп и сать в  виде

U u ] - [ A U n - , ] + [ K r ( ( Q ] - ( f i n . < ] )  . (4

Процесо вычислений по формулам ( 4 , 2 )  и ( 4 . 3 )  п р одолж ается до 

тех пор , пока не Судет выполнено усл ови е

Н{в) •■{/?)II ÎI {я} II,
где 6  -  некоторое м алое полож ительное ч и сл о .

Приняв чи сло итераций на каждом шаге постоянным и равным 

единице, получим

U U } - [ K ] ~ Y ( Q } - W ) ,  ( 4 . 4 )

где ве к т о р  [ f f ]  о п р ед е л я е тся  по напряжениям предыдущего ш ага.

4 . 1 . 3 .  Сравнение эффективности ал го р и тм о в , представлен н ы х 

формулами ( 4 . 1 ) - ( 4 . 4 ) ,  проведен о на за д а ч е  у п р угош ю оти чеокого  

равн овеси я беско н еч н ого  цилиндра, нагруж енного внутренним д а в ­

лением [ 2 5 ] .

Р е зу л ь т а т ы , полученные интегрированием  по парам етру н а гр у з­

ки, пр едставлен ы  на р и о .4 .1  в  виде граф иков отн оси тел ьн о го  рас­
хода машинного времени Z  * необходимого на решение задачи при 

различных размерах зоны пластических деформаций, граница которой
л

соответствует относительной координате Р~~ ...4- . За единицу
*/ л

принято время счета одного шага алгоритма (4 .1 ). Сплошные 

ли нии на рио.4.1 соответствуют в с л и ею тс го Д С! / , об епп очиг а го-
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Р и с- 4 Л

З ави си м ость  о т н о си т е л ь н о го  р а сх о д а  машинного времена 

от  разм ера  п л а сти ч еск ой  обл а сти  ( ин тегрирован ие по 

парам етру н а гр у зк и )

З ави си м ость  точ н ости  решений систем ы  нелинейных 

уравнений от  разм ера п л а сти ч еск ой  обл а сти  при 

различной величине лага по парам етру н агрузки
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щего приращение координата J )  на О Д ; пунктирные -  & ;

цифрами обозначены кри вы е, отражающие р е зу л ь т а т ы , полученные 

соответствующ им алгоритм ом : I  -  ( 4 . 1 ) ,  2  -  ( 4 . 2 ) ,  3  -  ( 4 . 3 ) ,

4 -  ( 4 . 4 ) .

Затраты  машинного времени пропорциональны точн ости  решения 

зад ач и , к отор ая  при различных зн ачен и ях f t  за в и си т  к а к  о т  в е л и ­

чины шага по п ар ам етр у , т а к  и от  величины 8  . Р ассм отр ен о вл и я­

ние обоих ф акторов на то ч н ость  решения за д а ч и . Для з т о г о  опре­

делены погреш ности вычисления различными алгоритмами ради альн о­

го  перемещения на внутренней п овер хн ости  цилиндра. В к а ч е с т в е  

эталон н ого принято реш ение, полученное при Д (2 * ж  8~ - №

Р е з у л ь т а т ы , отражающие зави си м о сть  точн ости  решения от  в е ­

личины f t  при различной величине шага по парам етру д л я  а л го ­

ритмов ( 4 . 1 )  и ( 4 . 4 ) ,  пр едставлен ы  на р и с .4 . 2 .  Головные о б о зн а ­

чения те ж е , что и на р и с .4 . 1 .  Можно о т м е т и т ь , ч то  точн ооть вы­

числений по формуле ( 4 . 4 )  сущ ествен но выше, чем  по ( 4 . 1 ) ,  одн а­

ко и в  атом сл у ч ае  она при й-/ соверш енно н еу д о вл етво р и тел ь­

н а , а при погреш ность с о с т а в л я е т  от  3  до  10%  для  р а з ­

личных значений f t  .

Данные, характеризующ ие влияние 8  на точ н ость  решения 

(алгори тм  ( 4 . 3 ) ,  в а г  ) ,  приведены в  таблице 4 . 1 .  О сновы ­

в а я с ь  на их а н а л и з е , графики на р и о .4 .1  строили для ,

т а к  к а к  дальнейш ее е г о  уменьшение и зм ен яет  р е зу л ь т а т  в  п р ед е­

лах  I %. Э тот вы вод сп р аведли в и по отношению к  алгоритм у ( 4 . 2 ) .

С о п оставл я я  графики, представлен н ы е на р и о .4 .1 ,  можно у с ­

т а н о в и т ь , что н аи более эффективным в  сл у ч а е  и н тегри рован ия по 

параметру н агр узки  я в л я е т с я  алгоритм  ( 4 . 2 ) ,  т а к  к ак  он о б е с п е ­

ч и ва е т  высокую точн ооть р е зу л ь т а т о в  р а сч е т а  при наименьших з а т ­

р а т а х  машинного вр ем ен и ,
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Т а б л и ц а  4 . 1

" Ч  Р

& ч ^

0,6 0,7 0,8 0,9

1 ■ .11 ■ ■ II ■

к г 1 9,28 10,25 12,94 13,65

. . . ..

ю -2 3,05 3,09 3,48 4,00

ю -3 1,00 0,91 1,00 1,00

ю "4 0,33 0,26 0,29 0,25
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Выполненное аналогичным обр азом  ср авн ен и е р е з у л ь т а т о в , 

полученных и н тегр и р ован и ем  по п арам етру смещения ( с м .р и с . 4 . 3 ) ,  

п о к а з ы в а е т , ч т о  в  это м  с л у ч а е  п р ед п о ч ти тел ьн ее  с т а н о в и т с я  а л г о ­

ритм ( 4 . 3 ) .  Это я в л я е т с я  с л е д с т в и е м  вы явл ен н ого  на о сн о в е  ч и с­

лен н ого эк сп ер и м ен та сокращ ения ч и сл а итераций и их р а в е н с т в а  

на каждом ш аге д л я  ал го р и тм о в ( 4 . 2 ) ,  ( 4 . 3 )  н еза ви си м о  о т  з н а ­

чения J )  . С л е д у ет  отм ети ть  повышение то ч н о сти  р е з у л ь т а т о в , 

полученных по формуле ( 4 . 4 ) ,  тем  не менее она зн а ч и т е л ь н о  у с ­

т у п а ет  то ч н ости  ал гор и тм ов ( 4 . 2 )  и ( 4 . 3 ) .  Т ак  при а (Х 4 п о г ­

реш ность оп р еделен и я перемещений на 'наружной п овер хн ости  ци­

линдра с о с т а в л я е т  пор ядка 10)6.

4 . 1 . 4 .  Решение больших си отем  линейных уравнен и й  на каж ­

дом шаге приращения п ар ам етр а в  IHIII "К уб" о с у щ е с т в л я е т с я  б л о ч ­

ным м етодом  Г а у с с а  с  у ч ето м  симметрии и ленточной структур ы  

матрицы. Приведенные к  тр еугольн ом у виду блок матрицы х р а н я т с я  

на ВЗУ , На ЕС ЭВМ вы чи слен и е коэффициентов матрицы ж еотк ооти  

о с у щ е с т в л я е т с я  с  двойной то ч н о стью . Анализ р е з у л ь т а т о в  ч и сл ен ­

ных и ссл ед о ван и й  п о к а з а л , ч т о  вы числительны й процеоо я в л я е т с я
о с

устойчивы м  и норма н е в я з о к  с о с т а в л я е т  1 0 - 1 0 " °  нормы правых 

ч а с т е й  при п ор ядке ои стем  уравнений до  3 0 0 0 0  (н а ЕС 1 0 6 0 ) .  В 

ППП "К р у г" д л я  решения больших си отем  линейных уравнений при м е­

н я е т с я  м ето д  блочных и тераций о вер х н ей  р ел ак сац и ей  [ 2 4 ]  . В  

данной р еали зац и и  алгор и тм  п о з в о л я е т  реш ать с и с т е м ы  уравнений 

д о  5 0 0 0 0  н е и з в е с т н ы х .

4 . 2 .  Исходные данные и получаемые р е зу л ь т а т ы

4 , 2 , 1 .  При задан и и  исходны х данных в  ППП "К у б " и "К р у г"

п р зд у с м а т р и в а е т с я  описание ти пологи и  и кон стр укци и ,
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Рио. 4 .3

Зависимость относительного расхода малинного 

времени Т от размера пластичесвой области 

(интегрирование по параметру смещения)
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ф ивико-механических хар актер и сти к  м атер и ала, тем п ературн ого 

д о л я , кинем атических я  силовых граничных у сл ови й . Заданная ин­

формация п р е о б р а зу е т ся  в  оперативную и хр ан и тся в  м а с с и в а х : Х ~  

ноле координат (информация о геом етр и ч ески х  парам етрах кон еч н о- 

элементной м о д е л и ), F  -  поле признаков (информация о тополо­

ги ческой  стр у к ту р е модели и кинем атических граничных у с л о в и я х ), 

Ох ~ м асси в у зл овы х  н а гр у зо к  (информация о приведенных к  у з ­

лам модели внешних с и л а х ) , Т  -  поде узловы х значений тем пера­

туры. Ф изико-м еханические хар актер и сти ки  материала (коэффициен­

ты Ламе 2 и j u  , козффициент линейного теп л о во го  расширения 

с(т , п р едел т ек у ч ести  при чистом одвиге T s  ) вы числяю тся 

для каж дого КЭ в  зави си м ости  от температуры и уровня д ости гн у ­

тых п л асти ч еск и х  деформаций.

4 . 2 . 2 ,  Для описания объ ек та  в  ППП "К уб" и "К р у г” в в о д я т с я  

д ве  системы коор ди н ат:

б ази сн ая  (д е к а р то ва  прямоугольная в  ППП "К уб" и 

к р у го в а я  цилиндрическая в  ППП "К р у г ")  -  для задан и я геом етр и ­

ч ески х  парам етров сеточн ой  о б л а ст и , полей н агр у зо к  и граничных 

условий (наложение ж естки х  кинем атических с в я з е й ) ;

м еотн ая OCL ( в  общем сл у ч ае  криволинейная) -  для з а д а ­

ния сеточны х координат у зл о в  конечноэлементной м одели, опр еде­

ления порядка обхода у зл о в  при их нумерации, описания о б л а ст е й , 

в  которых наклады ваю тся граничные у сл о ви я .

4 . 2 . 3 ,  Дискретнзпция объекта п р ои зводи тся  нанесением се ти  

конечных элем ентов о регулярной стр уктур ой . Регулярной н а зы в а ­

е т с я  се то ч н а я  о б л а с т ь , узлы которой лежат на пересечении н езам ­

кнуты х координатных линий местной системы . Ч ерез один н
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тот же у зе л  сети  может проходить не более одной линии одного и 

того  хе  направления. К у з л у , лежащему внутри т е л а , при регуляр­

ной сеточной области не может примыкать более 8  КЭ для ШШ 

"Куб" и более 4  КЭ для ШШ "К руг” .

4 . 2 . 4 .  Для нахождения порядкового номера узла оеточной об­

ласти ввод и тся  понятие сеточной координаты у з л а . Это порядковый 

номер у зл а  вдоль оеточной линии с о о т в е т о т в у щ е го  направления в  

местной системе координат.

4 . 2 . 5 .  Топология дискретной модели определяется информа­

цией о способе нанесения сети  КЭ, а также алгоритмами устан ов­

ления со о тветстви я  номеров элементов и у зл о в  модели.

4 . 2 . 6 .  Задание исходных данных в  ШШ "Куб" раооыотрим на 

примере о б ъ ек та , изображенного на р и с .4 . 4 .  На объект нанесен 

одни из вариантов сета  КЭ, обравовенной координатными линиями

const

Нумерация у зл о в  сеточной области осущ ествляется вдоль каж­

дой криволинейной координаты # L . Размеры сеточной области оп­

ределяются наибольшим номером у зл е  по каждому и з трех направле­

ний и присваиваются целым константам А/У , N 2  , W  ,

Тройки чи сел , указывающих номер любого у зл а  вдоль каждого 

направления, образуют систему сеточных координат, в  которой 

объект п р едставляет собой параллелепипед, составленный из р егу­

лярного набора единичных кубов. На р и с .4 я4 показаны сеточные 

координаты узлов Я  , &  , ^  .

Если обозначить чер ез / , У  , f t  соответствен н о с е т о ч -
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Сеточные коорцинаты узлов
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т е  координаты вд о л ь  o o e i  ^  , то  сквозн ой  номер

у ела N  оп р ед ел и тся  по формуле

N-1+ M'l¥(7- f )*M i*H2* (K -1\ (4-5)
в общее число у зл о в  конструкции N H 3  , вклю чая у алы, л е к а -  

«н е внутри п ол о стей  и вы р е зо в , по формуле

Л/Аi S - M 1 * H 2 * H 3 .  ( 4 - 6 )

4 . 2 . 6 .  Геом етри я объекта з а д а е т с я  отн оси тельн о базисной 

д екар то вой  прямоугольной сиотемы координат Z  д л я  каж дого 

у зл а  и з а н о с и т с я  в  м асси в X ( N M S y 3 )  в  с о о т в е т с т в и и  оо о к в о э -  

ной нумерацией у зл о в  сеточн ой  о б л а ст и . Вычисление координат 

у зл о в  может о су щ ествл я ться  к а к  по опециально наплоенным прог­

раммам* т а к  и и н тер п оли р оваться  по опорным узлам  сеточн ой  об­

л а с т и .

4 . 2 . 7 .  Информация о наличии п у ст о т  и вы р езов за н о си т ся  в  

м асси в N F  (M M S )  поля п р и зн ак ов . Формирование топологи ­

ч еской  структуры  объ екта  происходи т с  помощь» обращения к  под­

программе T E L O S  „

4 . 2 . 8 .  Входн ая информация о кинем атических с в я з я х  у зл о в  

ди скретной модели по направлениям глобальн ой  системы координат 

за н о с и т с я  в  поле при знаков подпрограммой

4 . 2 . 9 .  Значения ф изи ко-м ехан и чески х х ар актер и сти к  м атер иа­

ла (модуль у п р у го сти  Е  , коэффициент П уассон а) и зави си м ость
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0’S  на проотом раотяжениж) вадавтоя в соответотвушщгх 

подпрограммах-функциях в эавионмооти от температура.

4 . 2 . 1 0 .  Информация о<5 узловых н агруэках н температуре у з ­

лов сеточной области заноси тся и хранится соответственн о в 

массивах Q(MMS,5) и T(UMS) .

4 . 2 . 1 1 .  Для кон тр ол я  п р ави л ьн о сти  за д а н и я  и сходны х данных

на АЦДУ д л я  каж дого увла п е ч а т а е т с я  номер N  , коор ди н а­

ты X  (Ж  " ! ) , У ('А/> 2 )  , Х ( М З )  t у зл о вы е  я а гр у в к н  $ М

Q  (W} 2)% d(Ny5)t те ;ш ер а тура Т(А/) 9 п р и зн ак  F(N) и г л о б а л ь ­

ный номер не и эв  в с  т  н о со в  у эл е  , а такж е общее чжоло не­

и зв ест н ы х  щ ширина стр о к и  Ш  X S T R  я

4 . 2 . 1 2 .  В р е з у л ь т а т е  решения за д а ч и  на АЦПУ в ы д а е т с я  з р е ~  

ш  работы  отдельны х програм м , номер шага по н а г р у з к е  ш m o n o  

итераций на данном ш аге, сумма к в а д р а т о в  в е к т о р а  я о в я з к и . В 

ви де таблиц п е ч а т а ю т ся  компоненты в е к т о р а  перемещ ений в  в е к т о ­

ра н е в я э к и .

Компоненты НДС в ы в о д я т с я  на АЦПУ в  ви д е табли ц  д л я  точ ек ,: 

лежащих в  ц ен тр е К З. П е ч а т а е т с я  номер эл ем ен та  ( с о о т в е т с т в у е т  

минимальному номеру у з л а ,  примыкающего к  данному К Э ), ш есть 

ком понент напряж ений, полных и п л ао ти ч ео к и х  деформаций и ин­

тен си вн о сти  соо тветству ю щ и х  в е к т о р о в . Пример р а с п е ч а т к и  на 

АЦПУ в с е х  выходных данных п р и веден  в  Приложении.

4 . 2 - 1 3 .  М етод опи сан и я информации о п ер а т и вн о го  ур о вн я s  

ПШ1 ''К р уг* р ассм о тр ен  ян кон кр етн ом  примере к о н стр у к ц и й , ж аоб - 

раж ениой №  ркс.4 . 5 а ,
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Рис. 4 .5  

Тело вращения:

а ) в базисной системе координат; 6)  расчетная модель (мери- 

даоналгнсе сечение объекта в базисной системе к о о р т и ч о т ) ; в )  

мерямиопал^иэе оечение объекта в местной системе коерлт^а?
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Р а сч ет н а я  модель п р е д с т а в л я е т с я  набором К З, обр азован н ы ! 

координатными динияш  X * * C Q n s t  ( р * о ,4 » 5 б ) .  В во д и тся  ну­

мерация у вд о в сеточн ой  об л асти  вдоль первой криволинейной к о ­

ординаты от  I  д о  Ш  I  вд о ль втор ой  координаты х *  от  j  

до М2, при атом направления осей  3 ?  должны быть выбраны 

т а к , чтобы при п овор оте могли со в п а ст ь  по направлению с  осями
Гу*

базисной системы £  * Вары ч и сел , определяющих помер любого 

узл а  вдоль каж дого направлений, образую т си стем у сеточны х ко** 

о р д е н а *, к которой о б л асть  меридионального о е ч е ш а  отож дест­

в л я е т с я  g прямоугольником, составлен н ы е я з  ю гу л я р н о го  наборе 

квад р атов  с единичными сторонами ( р и о .4 ,5 в ) ,

С квозн ая нумерация у зл о в  сеточн ой  области  от I  до M M S  

{'лА -J M i М 2 )  осу щ ествл я ется  т а к , чтобы номер N V

у зд а  ь сеточными координатами 7 , У  вы чи слялся по формуле

А/ { / ( ! > ? ' *  Г *  H i  ( 3 -  О ,  ( 4 Л )

гд е  I  -  се то ч н а я  координата у з л е  вдоль оси  х \  г3  _

то  х е  вд о ль оои зМ  в

4 . 0 . 1 4 ,  Номером КЭ с ч и т а е т с я  минимальный номер одной к в 

четы рех вершин овточ н ого  к в а д р а т е , ориентированного в  местной 

си стем е координат (с м . р и с .3 . 2 ) ,  Параметры ^  и &  можно 

у сл овн о н азы вать относительными координаты вер аи н  зл ем ея та  N .

4 . 2 . 1 5 .  Значения схвоэн н х номеров MU  у зл о в  оеточаоЗ  

о б л а ст и , совпадающих о вершинами к вад р ата  Л/ , выражаются 

чер ев относительны е координаты S *  , 5 в  а номер #  форму­

лой
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NU-N ■*
i+ S t ( 4 . 8 )

4 . 2 . 1 6 .  Параметры сеточн ой  о б л а е т »  М 1  , М 2  и с о о т н о -

иенне ( 4 . 8 )  определяю т оперативный уровень информации, х ар ак ­

теризующий упорядоченность рассм атри ваем ой  топ ологи ческой  

отруктуры . Информация о наличии вы р езов и п у отот к од и р у ется  в  

маоонве F I N N S ' )  поля п р и зн ак ов . Узлам оеточной облаотн о 

координатами и У ~ М 2  такие со о т в е т ст в у ю т  "п уоты е"

элем енты . Формирование топ ологи ческой  ч а ст и  кодов поля призна­

ков F  ( N M S )  по входным данным о су щ ествл я ется  подпрограмма­

ми O T E L I S  ж O P O L O S  .

4 . 2 . 1 7 .  Геом етр и чески е данны е, о трахающие форму о б ъ е к т а , 

определяю тся координатами у зл о в  оеточной схемы в  базисной  с и с ­

теме Z c ж идентифицируются м асси вом  X  (N M S y2 )  .В ы ч и с ­

ление координат у вл о в четы рехугольны х прямолинейных об л астей  

о су щ ест в л я ет ся  программой Q V # d R  на оонове м аосква коорди­

н ат  опорянх у з л о в . О бласти между опорными углами р азб и ваю тся  

на К Э  программами INTERP ж INTER2 # работающими по ин­

терполяционному принципу. При сложных криволинейных о б л а ст я х  

меридионального сечен и я в  каждом конкретном сл у ч ае  для зап ол ­

нения маоонве координат с о с т а в л я е т с я  программа @ Е O h

4 . 2 . 1 8 .  Входная информация о кинем агических с в я з я х  у зл о в  

дискретной м одели , т к л е т ъ п в т х  по направлениям, совпадающим
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о коорпшатянми ооят баллонов ожотвмы ZL , преобравуетоя в 

оперативную подпрограмму OZ/IHIS .

4 .2 .1 9 .  Заданхе температуре в увяах оеточно! облаотж ооу-

аротвляетоя подпрограшо! TEMPER , которая формирует мао- 

овв T(NMS'HZZ) , где H2Z _  чнояо точек жнтег-

ркрованш в окружном направлено.

4 .2 .2 0 .  Оперативные данные, иопольауемые подпрограмм! 

внчиопния упругих поотоянннх BL/JSIS , опредежявтои в 

каждом ме радон е льном се ч е н о  но формулам

; Ge-Sra- и-т

В олучае неоднородной в меридиональном се ч ен о  конструкции 

коэффициенты G i и 6В вычисляются в программе Gi2M0D 
по формулам ( 4 .9 )  для каждого конечного элемента по действитель­

ным значениям В и 1? , зависящим от температурн, ж зано­

сятся в массивы GGH (NM5 ) ж GG2(NMS)

4 .2 .2 1 .  Задание узловых нагрузок производится путем вычио- 

ления по формулам гармонического анализа программой 

амплитудных значений компонент вектора внешних воздействий в
Я  с 1

. Оперативная информация об узловых 

н агрузках зан оси тся в массив ; N4~NMS NUL
где NUL -  число ненулевых членов ряда фурье, необходимых 

для огшоания заданных внешних воздей стви й. Коэффициенты зтого  

массива отражают возд ей стви я различных ф акторов: объемные, по­

верхностные и сосредоточенные силы.



4.2.22. Так как рядом Фурье действительная нагрузка опи­
сывается приближенно, то предварительно для контрольного 
сравнения ее о заданной в программа МД GR определяются зм- 
плитудние значения, которое программой Р$6’Л15 преобраеуют- 
ся в координатные ж лечат-ятся. йосяе сравнения полученных 
значений , заданными, если  чоголяность не превышает допускав- 
,Ы, £■:<;•?; гаме ашлнтуддоо значения попользуются в расчете.
2ст 5а ;ю о о о т в в ?ств и е  ; .. ^дяетяой жт>у&хо® значительно, то 

••л'кягдазется "Ж л о
ж »  > /  с ' - Р В Р .  M 4 G R , G i2 N ( p D

•v г • .л з;щ  \ г д а г о  л- и к р еш о го  объекта ш образую т фонд 

:. н ш  зглон дая чоиотру:т.даЙ -i внешних зо е д е й ст ви й .

4 .2 ..1 ;3 . Печать га ,J5IT и сходят: данных осуществляет ветвь 

подпрограмм РDdh/S , Печать массивов информации F(NMS)
Q { 3, МИ) осуществляют подпрограмм* PR1NPF 

° R 1. : i P 2  f P R 1 N U S  в  форма таблиц о поповы модуле! 

P R I V G i  я  P R I V 0 2  . Предусмотрено отключение печати тех  

шли иных полей по набору логнческнх констант, задеваемых в  под­

программе DRNS .

4 . 2 .2 4 .  Результатом решения задачи являются массиве ин­

формации, отражающие конечное состояние дискретной модели. Ис­

ходной информацией для р аб о те  в е т в и  обработки я печати резуль­

татов счета я в л я е т с я  м асси в амплитудных перемещений у зл о в  с е ­

точной области  М Ч ) t Подпрограмма P R J W I S  преоб­

р а з у е т  амплитудные перемещения в координатные для заданных 

м ерядипвсв узл ово й  окружности в  с о о т ве тст и и  с  формулами ( 3 . 3 5 )  

и вы водят на п ечать значения перемещений в базисной си стем е
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координат. Перед печатью  вы п олн яется нормировка компонент в е к ­

тора перемещений по формуле

Ui-Ui *
( 4 . 1 0 )

4 , 2 . 2 5 .  Вычисление и п еч ать  накопленных координатных нап­

ряжений и и х  производных в  местной криволинейной с но теме к о о р ­

динат о су щ ествля ет  подпрограмма PR1NBL . Ф нзячеокаэ зн а ч е ­

ния тен зор о в вы числяю тся по формулам

Ъ Ч  ~ 6 4  Щ й С р  ;  ( 4 . П )



57

5 *  ПРИЛОЖЕНИЯ

5 . 1 .  П ояснительная зап и ск а

5 .1  '. !•  Основание д л я  р азр аб о тк и  Рекомендаций -  Программа 

комплексной стан дар ти зац и и  на 1 9 8 6 -9 0  г г .  по н ау ч н оч гехн и ч ес- 

кой проблеме "Р а сч еты  и испытания на п р о ч н о ст ь ".

5 . 1 . 2 .  Основные нормативные и литературны е источники д а -

5 . 1 . 3 .  К р аткая хар актер и сти к а  выбранного м е то д а , с в е д е ­

ния о е го  эф ф ективности, т о ч н о ст и , ун и вер сал ьн ости  и возмож ­

ности автом ати зации  в с е х  эт а п о в  р а с ч е т а ; обосн ован и е преиму­

щ е ст в , границы применения и распростран ен и я приведены в н а с ­

тоящих Р и в [% ,  4 - 9 ,  1 4 ,  2 1 -2 4  J ,
5 . 1 . 4 .  У н и вер сальн ость структуры  п одготовки  данных д л я  

вво д а  исходной информации и форма п р ед ставлен и я р е зу л ь т а т о в  

р а с ч е т а  по предлагаем ом у м етоду позволяю т в минимальные ср о ­

ки п од го то ви ть  сп ец и али стов д л я  эксплуатаци и  ППП, использую ­

щего стаи дар гн о е си стем н ое м атем ати ч еско е  о б е сп е ч ен и е .
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5 ,2 ,  Теоретическое обоснование МСКЭ

Предлагаемая схема вывода соотношений МКЭ [2 1 ,2 2 ]  п о зво л я ­

ет учесть основные свой ства жестких смешений для иэопараметри- 

ческих конечных элем ентов, компоненты деформации которых зави ­

сят от производных жестких вращений и от поступательных и в р а ­

щательных смещений каждого элемента в  целом.

Центральным этапом решения континуальных задач  строи тел ь­

ной механики методом конечных элементов явл яется  вычисление 

матрицы жесткости CMS) элем епта. Свойства МЖ в значительной 

степени определяют сущ ествование, сходимость и устойчивость 

решений,обеспечивающих в целом эффективность м етода,

Паиоолее рооцростриноиннй способ вывода Ш. основан на энер­

гетическом подходе, совпадающем о методом Рдтца для специальных 

icy сочно-гладких координатных функций. При этом перемещения вн у­

тренних точек КО аппроксимируются полиномами, а контакт на г р а ­

ницах элементов осущ ествляется таким образом , чтобы соблюдались 

условия неразрывности деформаций во  всем  те л е . Как показывают 

численные эксперименты, указанный вариант МКЭ нередко обладает 

медленной сходимостью, в  особенности при использовании криволи 

нейных КЗ для расч ете  конструкций, части которых прстериевяют 

значительные жесткие смещения (ЖС). Этот факт отмечен в 

работах [ 1 3 ,1 8 ]  и др . В р езу л ь тате  оопостнвл°ния решений, по­

лученных на основе рая личных типов КЗ, было установлено, что 

замедление сходимости значительно п р о д л я е т с я  в тех  случ аях ,

?ч>г да принятый вариант аппроксимации перемещений не п озволяет

10 ’j 4 0  п р п г с -т п л и т Ь Жр О ГКйе ШОШОНИС. И'} в и с . 1' Т п р и в о л е н  г ц и м е р
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V

Рио* 5Д* Цилиндрический свод;
а) расчетная схема; б) -  аксиальные мембранные уоилия в сече­
нии I—I ; в) вертикальные смещения по сечению I - I ;  I  -  анали­
тическое решение; 2 -  сетки 4x4 и 9x8 без учета жестких смеще­
ний; 3 -  сетка 4x4 о учетом хеотких омещений
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из [2 8 1  р а с ч е т а  от  с о б с т в е н н о г о  в е с а  цилиндрической об о л оч к и , 

опертой по торцам  на диафрагмы, препятствую щ ие перемещениям 

оболочки то л ьк о  в  св о е й  п л о с к о с т и . Из граф иков в и д н о , ч то  и с ­

п ользован и е криволинейных КЭ б е з  у ч е т а  ЖС при отн о си тел ьн о  г у с ­

той с е т к е  не п о з в о л я е т  даже к а ч е с т в е н н о  оценить картину дефор­

мирования оболочки . У читы вая важ н о сть  этой  проблем ы , ряд  а в т о ­

ров [ 1 7 , 1 9 ]  и д р . предложили оценить к а ч е с т в о  различны х сх ем  

МКЭ по степ ен и  у д о в л е ’творен и я у сл ови й  ЖС. В р а б о те  [Ю ] точн ое 

включение ж естк и х  смещений т р а к т у е т с я  к а к  необходим ое у сл о в и е  

МКЭ. Однако п о сл е д н ее  утверж ден и е я в л я е т с я  п ер еоц ен кой  роли 

с в о й с т в  КО, свя зан н ы х  с  ж естким и смещениями, Т ак  при д о к а з а ­

т е л ь с т в е  сходи м ости  решений д л я  криволинейных т е л  L I5 ] не н ак­

лады ваю тся огр аш гчеки л на ви д  функций, описывающих форму КЭ 

(кроме и х г л а д к о с т и ) ( н езави си м о о т  порядка аппроксимации п е р е ­

мещений. С ходим ость приближенных решений и м еет м е с т о  и в  т е х  

с л у ч а я х , к о гд а  функции формы и функции перемещений не с о г л а с о ­

ваны между со б о й , и ж естки е смещения не вклю чаю тся явн о в  к л а с с  

возможных перемещений КЭ. Ввиду э т о г о  у ч е т  ж еотки х смещений 

с л е д у е т  р а ссм а т р и в а т ь  не к а к  необходим ое у сл о в и е  сх о д и м о ст и , а 

к а к  важ ное с р е д с т в о  повышения эф ф ективности МКЭ при р а с ч е т е  т е л  

криволинейной формы. Значительны й в к л а д  в  решение э т о г о  во п р о са  

был в н е с е н  р азр а б о т к о й  ” и зо п а р а м е тр и ч е ск и х " эл ем ен то в  [ 1 0 ]  .  

Однако наряду с  положительными к а ч е ст в а м и  (т о ч н о е  у д о в л е т в о р е ­

ние услови ям  со в м е с т н о с т и  и ж естки м  смещениям при р а с ч е т е  кри­

волинейны х кон стр укц и й ) они имеют н е д о с т а т к и , обусловленн ы е 

н еобходим остью  с т а в и т ь  в  с о о т в е т с т в и е  порядки аппроксимации 

коор ди н ат граничных п о в ер х н о ст е й  т е л а  и их перемещений и пред­

ставлять полиномиальные законы для перемещений только в декар­

товых координатах; использование компонент перемещений в м е ст-
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ной криволинейной ои стем е приводит к  нарушению с в о й с т в  КС. Для 

конструкций цилиндрической, сф ерической, тороидальной и д р . к а ­

нонических форм, широко встречаю щ ихся в  тех н и к е , более е с т е с т ­

вен н о и ц елесоо б р азн о  о точки зрен и я точн ости  получаемых реше­

ний п р е д ст а вл я т ь  компонента перемещений в  соответствую щ и х м е о т -  

ннх к оор ди н атах. Например, д л я  р а с ч е т а  с  одинаковой точностью  

сфера или цилиндра под д ей стви ем  равном ерного давлен и я требуем ое 

к ол и ч ество  и зопарам етр ичеоки х элем ен тов сущ ественно превышает 

чи сло КЭ, использующих перемещения в  м естной си стем е  коор ди н ат, 

т а к  к а к  решение за д а ч и , выраженное ч е р е з  местные перемещ ения, 

со о т в е т ст в у ю т  более проотым зави си м остям , В р аб о те  [1 2 ]  для  я в ­

н ого  включения в  MS ж естки х смещений выдвинута и дея  дополните­

льной кор р екти р овка Ж  н езави си м о от опоообв е е  в ы в о д а . Э то п о ­

зволи ло в  ряде за д а ч  теории оболочек д о б и т ь ся  сущ ествен н ого 

улучшения оходиы ости. Однако более гл у б окое и зучен и е методики 

корректировки MX, осущ ествлен н ое в  [ 1 3 ]  и [ 2 8 ]  , вы явило е е  

отрицательны е с в о й с т в а , заключающиеся в  о т су т ст ви и  сходим ости 

решений д л я  некоторы х оболочек двоякой  кривизны [ 2 8 ] .  В  р е зу л ь ­

т а т е  авторы  не рекомендовали и сп о л ь зо в а т ь  процедуру я вн о го  

включения ж естки х смещений для оболочечных элем ентов ненулевой 

г а у с с о в о й  кривизны и трехмерных криволинейных эл е м е н т о в , т а к  

к а к  неконтролируемое нарушение условий со вм естн о сти  может при­

в е с т и  к  ошибочным решениям. Таким об р азом , перечисленные вари­

анты МКЭ для общего вида криволинейных элем ен тов не позволяю т 

удовлетво р и ть условиям  ж е ст к о го  смещения и тем  самым снижают 

эф ф ективность применения е стествен н ы х  криволинейных КЭ.

В  п р о ц ессе  решения многочиоленных за д а ч  по МКЭ в перемещ е­

ниях была вы явлена и д р у га я  и вгативипл о с о б е нноотъ. ТЬи и сп о л ь ­

зовании прямолинейных удлиненных КЭ ппблюдяегон оутрг^рОННОР
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ухудшение сходи м ости  приближенных решений [ДО] , о со б ен н о , е с ­

ли таки е элементы п од вер гаю тся  изгибу» Наиболее ярко э т о  я в л е ­

ние п р о я вл я ется  при р а сч е т е  на и зги б  тонких пласти н  не б а зе  

трехмерных э л е м е н т о в . Анализ п о к а з а л ! ч то  требован и е точн ого  

удовлетвор ен и я условиям  со вм естн о сти  при полиномиальных з а к о ­

н ах аппроксимации перемещений приводит к  неблагоприятным с т а ­

тическим сво й ств а м  КЭ. В ч а с т н о с т и , для  п л о ск о го  прям оугольно­

г о  КЭ с  билинейным восполнением  перемещений

Uir - d i + d i X i  * alVxs + а !? Х 1 &  , <L- i,2> <6.«
J * ) (ъ>.

гд е  ЗСь -  местные координаты ( - 0 , 5 ^ ^  ^  0 , 5 ) ;  деформации 

представи м  в  ви де разлож ения в  ряд Тейлоре в  окрестною ти н ача­

ла координат {X L  ^ 0 ) :
-ГО) с (0) ,,/У>

(Е*И ~ Ьи v' С н ОС* ; &2Й о22 t ^ * f

е* *£% < SiPzi > ,
( 5 . 2 )

г д е

£ & ) С О ) ,-,!>) С<°К п /г)Oft = Ui ,  < и  --- ( ч  у Сиг ~ иг  ,  С гг -и-г ,

,№) { ■<, а\ с о) £ п<» с'-
&12 * £  -<2 + U t ? L>/2 -  2 ( ’ >'■

(2)
( 5 . 3 )

J * )
При и зги б е элем ента х о т я  бы одна из величин ^  не равна 

нулю и даже в сл у ч ае  ч и ст о го  и зги ба со гл а сн о  ( 5 . 2 )  в  р а с с м а т ­

риваемом элем енте возникаю т сдви говы е деформации. Из [ 2 8 ]  и 

д р . и з в е с т н о , что при уменьшении отн оси тельн ой  толщины п л асти ­

ны ж е ст к о сть  ее  на сд ви г в о з р а с т а е т . С л ед о вател ьн о , при ум ен ъ-
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пения толщин» КЭ п огр еш н ости , свя зан н ы е с  п оявлени ем  фиктивных 

сд ви го в ы х  деф ормаций, должны в о з р а с т а т ь ,  и э т о  полн остью  с о г л а ­

с у е т с я  с  р е зу л ь т а т а м и  р а с ч е т о в . Для компенсации у к а за н н о го  я в ­

л ен и я , н а зв а н н о го  в  [ 1 3 ]  эффектом "лож н ого  с д в и г а " ,  в  [ 3 1 , 3 5 ]  

и д р . п р е д л а г а е т с я  прием и с к у с с т в е н н о г о  понижения точ н ости  ин­

т е г р и р о в а н и я . Н есм отря на полученный д л я  ряда з а д а ч  полож итель­

ный эффект это т  сп о с о б  н е л ь з я  с ч и т а т ь  правомерным, т а к  к а к  н а­

руш аются тр еб о ва н и я  к  минимальной т о ч н о сти  и н тегр и р ован и я д л я  

у д о в л е т в о р ен и я  у сл о ви я м  е д и н ст ве н н о ст и  реш ений.

Э тот оп оооб приводит такж е к  противоречию  при решении фи- 

8 и ч еск и  нелинейных з а д а ч , д л я  которы х тр еб ован и е повышенной 

т о ч н о сти  и н тегр и р о ван и я о б у сл о вл ен о  слож ностью  за к о н о в  с о с т о я ­

н и я.

Резюмируя с к а з а н н о е , можно с д е л а т ь  в ы в о д , ч т о  описанные 

выше сп особы  ориентированы  на ч астн ы е к л а ссы  з а д а ч  и не п о з в о ­

ляют д о б и т ь с я  м аксим альной эф ф ективности д л я  конечны х эл ем ен то в  

общ его ви д а  (прямолинейных и кри воли н ей н ы х). П оследн ее в е д е т  к 

повышенным з а т р а т а м  машинного вр ем ен и , ограничению к л а с с о в  и с­

следуем ы х з а д а ч  и ч а с т о  н еоправдан н о с т а в и т  МКЭ в  невы годные 

у с л о в и я  по сравнению  с  м етодом  кон ечнн х р а з н о с т е й  [ 2 7 ] .  О собен ­

но за м ет н о  эт и  н е д о с т а т к и  п р о явл яю тся  при и зучен и и  нелинейных 

п р о б л ем , требующих м н о го к р атн о го  решения линейных з а д а ч .

П редлагаемый в  н астоящ ей р а б о те  вар и ан т МКЭ в  перемещ ениях 

св о б о д е н  о т  основны х н е д о с т а т к о в  и п о з в о л я е т  п олучи ть различны е 

виды МК криволинейных и прямолинейных э л е м е н т о в , обеспечиваю щ их 

вы сокую  с к о р о с т ь  сх од и м ости  р е з у л ь т а т о в . Изучение природы пони­

жения точ н ости  р е з у л ь т а т о в  п о к а з а л о , ч т о  оба эффекта (ж естк и х  

смещений и "лож н ого с д в и г а " )  обусловлен ы  т е м , ч то  не в с е  виды 

деф ормации, учитываемые в соотнош ениях МКЭ, м огу т  быть вер н о
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описаны принятыми законам и д л я  перемещений. Поясним э т о  на про­

стейшем примере прям оугольн ого КЭ с  билинейным закон ом  д л я  п е ­

ремещений ( 5 . 1 ) .  П усть дей стви тельн ы е перемещения с о о т в е т ст в у ю т  

более оложному за к о н у :

U i . + a f x i  + c l V x s  ^ -си х -гО С й  + dV oc*t + a p x i . ( 5 , 4 )

Точные зн ачен и я деформаций п р едстави м  в  в и д е , аналогичном ( 5 . 2 )  

( 5 . 3 ) ,  со хр ан яя то  же кол и ч еотво  ч л е н о в :

Д b(Q) # OiG} г{1)
С н  4 t ,2  % 2 ‘ В&2 '  O 2 2  + G22 00-Г + ^ г •

(о) Z(1)

г д е

* С̂) £/*)
с ,2 + 0,2 X* * С,А X* ,

/А» n fi> Р а) п #> f i f4) г Р
On -  Q i  у Cyv ~ d - i  j  ̂ О 22  О'й ^

Giz ■= g~ ( Q'J + Q~r ) ) Gy2 =• £ (O'* + 2.0-г )t

c< s )  i  Г п а \ о п <*'> )
C m  -  2 ( a *  )  .

( 5 . 5 )

( 5 . 6 )

С р авн и вая ( 5 . 3 )  и ( 5 . 6 ) ,  л е гк о  у б е д и т ь с я , что выражения д л яГ*1) р(2)
компонент С п  и 0 , 2  t которые в х о д я т  в  ( 5 . 2 ) ,  не с о о т в е т -

С(>, О'*)
ствую т действи тельны м  t ,z  и с/ г в  ( 5 . 6 )  и , о л е д о в а т е л ь -

н о , не м огут вер н о о т р ази ть  деформированное состо ян и е т е л а . Для 

к а ч ествен н ой  оценки погреш ностей выясним смысл компонент <5л?
г<*>

и о  и  в  ( 5 . 3 ) .  Дл я  э то го  разложим в  степ ен н ой  ряд компонен­

ты гр ади ен та век то р а  смещений ( 5 . 4 )
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„  А  .  д й г  .  | ^ гС2 *
v, Ц J x  5'г 5,2 Ъ'2

л  д й < .  Ле; / « г  ,  f (2\x
Ч г и *  -  ^  '  S i-f 5 н  ■Z /  ог-/ ^ г  >

( 5 .7 )

где
* (0) п о> р ^ _ п гг) Р (г) о п М  

^ г  - 0.2 , S /г -  й г  } § 4г = 2& г  s
J 4 )

> )  / М  _ « ?  / *> _  .„ " О
Ь м  -  & 4  } S ~ р $ 2 4 - £ {2-1 (5 * 8 )

г лО г^>
С ледовательн о, компоненты с ^  и C ie  из ( 5 .3 )  в  точности

равны коэффициентам разложения градиента вектора смещений,
Г г<*= £  /ГО -к-

умноженным на 0 , 5 :  w-? ^ 5*-/ , Q v  "  2  S /£  ,

Градиент вектора смещений п р ед ставл яется  чер ез сумму тен­

зора деформаций и ж есткого поворота элементарного объема

\7<ik~ $№ * L#a ■ Vztt̂  +Ld£-< ,  ( 5 .9 )

где

Л / д й ,  + д £ к )  Л  _ ± ( д Ш . - й и ± \  
е >2~- 2 (дХ2. dXi J > д Х 1 дхг / •

Отсюда имеем

4*) у /го _/ d J v & U * ) У den I
£ 7  =■ J  5 7 '  = 2  l x U'0 2 дХ1 l w °  ’

r f«  j  ±  d f a .  й г ) \ = i .  д ш »  I  ̂ i  й е *
' а -2$и~2 дХг 1х,,г*0 2 дХгЫ^г-о 2 ̂"Сг 1х,,г.о-

( 5 .1 0 )
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Подученные соотношения позволяю т од ел ать  важный вы во д , вскры ­

вающий причину зам едленной сходим ости Ш Э , -  члены разлож ения 

деформаций ( 5 . 3 ) ,  не совпадающие с  ( 5 . 6 ) ,  содер ж ат величины 

пропорциональные производным о т  в е к т о р а  ж е ст к о го  вращ ения э л е ­

ментарных объем ов. С л е д о в а те л ь н о , при р а с ч е т е  кон струкци й , ч а с ­

ти которы х п р етерп еваю т по сравнению  с  деформациями зн а ч и тел ь ­

ные ж естки е п овор оты , погреш ности вы числения з а  с ч е т  эти х  ч л е­

нов р е зк о  во зр а ста ю т  и полученные по МКЭ решения имеют зн ачи ­

тельн о меныцую т о ч н о с т ь , чем можно было ож идать.

Описанное явлен и е полностью  с о х р а н я е т ся  при раоомотрении 

криволинейных неизопарам ет^и чеоки х КЭ, д л я  которы х "ф иктивные" 

деформации типа 6̂ 2 » £ f2 и д р . ( 5 . 3 )  з а в и с я т  не тол ьк о

от ж естки х  п о в о р о то в , но и о т  п оступ ательн ы х ЖС. Таким о б р азо м , 

можно у т в е р ж д а т ь , ч то  н есм отр я на разли чн ое внешнее п р о явл е­

ние эффекты ж естки х омещений и "лож ного с д в и г а "  для  криволи­

нейных КЭ имеют одну природу и обусловлены  т е м , ч то  в  выражени­

я х  д л я  деформаций, вычисляемых по приближенным значениям п ер е­

мещений, со д ер ж атся  члены , реагирующие на ж естки е смещения э л е ­

ментарных объем ов. Из э т о г о  н еп о ср ед ствен н о  вы т е к а е т  и д е я , по­

ложенная в  осн ову п р ед л агаем о го  вар и ан та МКЭ: деформации должны 

п р е д с т а в л я т ь с я  приближенно в  ви де разлож ения в  р яд  Тейлора 

( 5 . 2 )  путем удержания только  т е х  ком пон ен т, которые м огу т  быть 

точно опиоаны на б а з е  принятого зако н а восп олн ен и я перемещений, 

например ( 3 . 1 )  . Формально процедура получения приближенных 

формул д ля деформаций криволинейных и прямоугольных КЭ н еза ви ­

симо о т  порядка полиномиального восполн ен и я и формы следующ ая:

1 .  П редставляем  функции перемещений КЭ в  виде степен н ы х 

р ядов типа ( З Л ) ,

2. П одставляем  принятый зако н  для перемещений в  формулы
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Коши д л я  деформаций и вы полняем  разлож ен и е каждой составляю щ ей  

т е н зо р а  деформаций в  обобщенный р яд  Тейлора о тн о си тел ь н о  н ач а­

ла к о о р д и н а т .

3 .  З а д а е м с я  пробным зако н о м  во сп о л н ен и я  перемещ ений, полу­

ченным на б а з е  о сн о в н о го  п у тем  доп олн ен и я е г о  до п ол н ого  поли­

н о м а , ст е п е н ь  к о т о р о г о  на единицу превы ш ает максимальную  с т е ­

п ен ь о с н о в н о г о .

4 .  В ы п ол н яется  п . 2  д л я  п р обн ого  з а к о н а .

5 .  Путем с о п о с т а в л е н и я  выражений д л я  коэффициентов р а з л о ­

ж ения деф ормаций, типа ( 5 . 2 ) ( с о с т а в л я ю т с я  т о л ь к о  совпадающие 

ч л ен ы . Н апример, д л я  р а ссм о т р е н н о го  выше примера составляю щ ие 

т е н зо р а  деформаций о у ч е то м  ( 2 . 3 )  б у д у т с о о т в е т с т в о в а т ь  выраже­

ниям

(о) (О г  (Я г ЛО r fo )
& n = S n + £ n % ‘2 }  + S ' *  t i l  'у 8/2-012 ( 5 . I I )

По с в о е й  оути  э т о т  ва р и а н т  МКЭ можно о т н е с т и  к  гибридному ти п у : 

р азлож ен и е вы п о л н я е т ся  одноврем енно д л я  перемещений и деформа­

ци й, п ор ядок  аппроксимации деформаций п о с т а в л е н  в  с т р о г о е  с о о т ­

в е т с т в и е  о порядком  аппроксимации функции перемещений с  таким 

р а с ч е т о м , чтобы  исклю чились в о е  компоненты деформаций, р е а г и ­

рующие на ж естк и е  смещ ения.

Кроме т о г о ,  п р ед у см отр ен н ая  ор ган и зац и я  п р о ц е сса  вы вода 

Ш  п о з в о л я е т  л е г к о  вы р а зи ть  в с е  коэффициенты разлож ен и я дефор­

маций ч е р е з  перемещ ения и получи ть у р а вн ен и я , ан алогичны е пря­

мому м етоду перемещ ений. Как б у д ет  п о к а за н о  н и к е , приближенные 

зн ач ен и я  деф ормаций, и сп ол ьзу ем ы е в п р едлагаем ом  м е т о д е , м огу т  

быть п р ед ставл ен ы  ч е р е з  и н те гр а л ы , являю щ иеся моментами о т  т о ч ­

ных зн ачен и й  деформаций о т н о си т е л ь н о  н екотор ой  си стем ы  коорди ­

натных функций. Поэтому в  дальнейш ем  э т о т  вар и ан т  МКЭ д л я  к р а т -
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booth будем н азы вать 1ЮКЭ (моментной охемой конечных элемен­

т о в ) .

5 . 3 .  вы вод узловы х реакция в  матрицы ж естк о сти  неоднород­

ного зам кн утого  к о л ь ц е во го  конечного элем ента ППП "К р у г"

5 . 3 . 1 .  Вариация энергии деформации р ассм атр и ваем ого  КЭ 

в  местной си стем е координат оп р ед ел яется  выражением

5 . 3 . 2 .  П редстави в компоненты тен зор о в напряжений и дефор­

маций со гл а сн о  основным положениям ШКЭ ( 3 . 2 7 )  и ( 3 . 2 9 ) ,  п о л у -

В  дальнейшем в с е  операции п р о и зво д я тся  с  величинами, вы­

численными в  центре меридионального оечени я КЭ. Поэтому зн а­

ч ок  0 н ад  компонентами тен зор о в  напряжений, деформаций и и х 

производных о п у с к а е т с я .

5 . 3 . 3 .  Принимая в о  внимание, ч то  определитель матрицы, 

составлен н ой  и з компонент м етр и ческого  т е н з о р а , не изм еня­

е т с я  в  объеме КЭ, интегрирование по площади меридионального о е ­

чения в  ( 5 .1 3 )  вы п олн яется в  замкнутом виде с учетом  соотнош е­

ний

S3- / / / 6'4S6l] fg ' d x '1 d x fd x ? _
„л о /а

(5.12)

чим
( 5 . 1 3 )
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х Ч  з Ы
J  J  d o c d x 1 ^ f  ;

2  = -^  c A - J

Р  /  !

x ' - i  x ^ - i

% '--j X ^ i  [0 d i p

'Y'1- - d (<yi 4. ^X  • j  X  ■* - 2

( 5 .1 4 )

Тогда внрахеето для вариация энергии деформации принимает вид

( 5 .1 5 )

5 . 3 . 4 .  Представив компоненты тензоров напряжений, деформа­

ций и ооответотвупцих производных в  центре КЭ отрезкеми ряда 

Фурье по окружной координате ( 3 . 2 8 ) ,  ( 3 . 3 5 ) ,  получим

S ) - J J (lt ^ 1C D S m x ^  sun mxd).

* ( f P & j  c o s e x b + 8Ц  s c n e c c * )  +

* £[(&, fib cosmxK sinm-3 ?).

* (s ЩА cosex\ Sine*’))] ̂ dxb_
( 5 .1 6 )
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Внполшв жнтегрирование по окружной хоордгаате о учетом орто­

гональное** грягонометркчеокхх функцхй в жнтервадв 0 - 2 #  

if
J slh тос cos txbdx*=o
* f

J Ыл тхъ Sin £хъ dx3
о
3%

Jcosmx3 cosSx3 dxs

о, ttrn 

3i> i-m

(6 .1 7 )

*  принимая, что геометричеокже характерности» объекта не ивме- 

кявтоя в окружной направлена, вариация еяерстя деформации пред­

ставим в виде

S } - t S 9 i  ( 6 -“ >
to

гд» амплитудная ооотавляпнея внерга деформацп оцредеяаетоя 
выражением

S 3 t - * I W 8 %  + Щ а 8 ! ‘ .

* £ ( * &  < „  *  Щ  )] 1? . <5Л9’

Для коыпантнооти представления перепишем (5 .1 9 )  в веяторно* 

форме:

8H-sci8{i}T' W t ’8 M U 9b +

>& Ш Jit 1*}и * 8й )J ,
( 5 .2 0 )
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где введены оледуидие обозначения:

[&Ге- {&*&£"&]  ; 

1Иг (*&*%] ; 

№ Lt = [Ё'5-txs-t),* J ;
£ j .t  = 2£ ( ;

№]'&?*?} 

ie&'[<&?***£] .

fo -a ;!? 9 .

( 5 .2 1 )

( 5 .2 2 )

5 . 3 . 5 .  Выразим амплитудные деформации я  я х  производные в  

центре КЭ чер ез узловые значения амплитудных перемещений о по­

мощью соотношений ( 3 .3 9 )

[£}е ’ [Bile [U]e ;
[ £ } с *  [ b e l t  [ u j e  ; ( 5 .2 3 )

{ £ h r l b i ] * e  [ U } e  ;

l a  *  [ & h e  [ U ) e ,

где

[ и } г - ( и 7 Г ]  . « • * * >

Для удобства представления разобьем  матрицу [ 3 < ] е  на блоки



( 5 .2 5 )

Аналогичную операцию выполним для матриц № *3 е , [ Ь / ] ^ е  , [  &г][<г. 

Выражения для коэффициентов подматриц [& < ] ' *  ,

[ 0 - f ] * '3^» [З2 приведены в  т а б л .5 .1 - 5 .4  соответо твен и о .

П одставив ( 5 .2 3 )  в  выражение для вариации амплитудной 

анергии деформации ( 5 . 2 0 ) ,  получим

8Э е т £ $  [ U r ',$ а ) } е • [ r c s , , S t ) l e '  ( 5 ,2 6 )

где узловые амплитудные реакции определяются формулой

( r rs.,s*))t* (&]е ¥ [& 7<Е ]t  +

+ i z ( [ b - i ] ^ t  [ S ' ]л е  + ( в *  h e  C u e ) ]  .

( 5 .2 7 )

Таблица 5 .1

О

[ S < ]

<4 9a)

? z ; ; s 2 | Zf, S. 0

4
l
M0
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-it г г'

Таблица 5.2

i t s , -

Го Y Si,s»)

i ( % \ t t S a - i )

0

Таблица 5.3

+2Bl(3-u)SiSe) i ( £ ? * 5г) 0

i ( Z * l  +2Z *'S <  )  2 s
«<

Таблица 5.4

м Т к
- f - i t ( Z U  *2 Z ^ S ^  -} e (? ;a +2£*(i.U) S+)

f t *
i b & -  f j* - Blk22*

£

2(2

'{py(2Z°S±-ZU) ])

5.3.6. Компонента аиплжтудннх векторов M i  

я O iit определяется по значениям координатных напряжение по 
формулам (3.36), которые в овою очередь внчжохявтоя через 
ооответотвуадие значеккя компонент тензоров координатных пол­
яне ж температурных дефорнациЗ в каждом меридиональном оечении
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КЗ. Скомпонуем координатные значен и я деформаций и напряжений 

следующим ocipasoa:

f £ j r. f a ' ' V V " 6 ' ” 7  ;

C & r - ( d S' < n  ,  ( 5 .2 8 )

( ^ { d ^ d / J ]  .

&  - о Г )5

{t У -  [ £ «  2£,г £is SJb ] . ( 5 . 2 9 )

[ £ j r-~ [ 2 2£ts]

* *

l£T-{s,^ae;,i’a] , (5-30)

{£%-[&-^и£кЛ .

5 . 3 . 7 ,  С вязь  между введенными вектор ам и  о су щ ест в л я ет ся  в  

с о о т в е т с т в и и  с  принятым законом  состо ян и я  завиожмоотями

l i ' J - t D i a i i - i e / )  . 

l&l-LD] [£}

{crh-№<((th~((%)
* * * # « *  J /  9
d j i - - n c Sj l  .

Матрицы [ V ]  , C V J  t [ D ]  t  f t  приввденн в  т а < 5 л .5 .5 -5 .В

о о ответотен н оо  Они сфор№ р0ввны  п0 КОИГГонв нтаы £ чкт  т е и о -

( 5 . 3 1 )
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ра у пру гоп  да о тиче ских постоянных, учитывающим уровень накоплен­

ных пластических деформаций и вычисляются в  каждом меридиональ­

ном сечении.

5 . 3 . 8 .  Векторы полных лаформаций к их производных в  центре 

КЗ определяются по координатным значениям узловых перемещений 

[ U к ]  и их производных по окружной координате [ U p ]  ;

{еЬ[с*]{ик]*[£рНШ ;

( 5 .3 2 )

где

Таблца 5.5
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t  { C r h
<s»,s*)

{cr}n"ŝ  *  1LTJJ- , пркмдавя » т«б*.б.9-6.10,
б.И-5.16. Омтаие от жу» хоаМвцпктя оодкатрщ [РрУ*'*** ,

а ?

,  Ф Т 5>)

C pj.fi.s')' /  S jl .

В табя.БЛб жоподьвуетсж обояжячояжо

где
д*/ь

(5.35)

(5.36)

(5.37)

Табпця 6.9

Д ' ' , л

)  i ( $ f a * & £ < )0 

t f r ' A  i f y s *  0

о £$г> о
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Таблица 6.6

t f i

£•** с*т
*/315

сш’

f i b

O i.

Таблица 5.7

Х п-л)(ь-<оз%
A t

Таблица 5.8

A<

5 . 3 . 9 .  Температурные деформации н их пронаводнае вырааии 

черва вектор  угловых аначешгв приращений темпера туры [ Т ]

m - W r U T } .

№ М Л А . 15'33)

Для кош актн оотя в а т о к  разобьем  матрицу ш  на блоки, 

каждый из которвх относится к узлу КЭ,

[ & ] . [ [ & ] (5.34)

Аналогичную операцию выполним для 

для коэффициентов подматриц 1 С * 1

остальных матриц. Выражения

л&г
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Таблца 5.10

Г i r - 5i

о

о

о

о

i ( S z  -  -£§т )

V c  ^  \ 1( S1-  ~ g f )

Таблца 5.II

id;. w4W<-W ici;,sli.;)2^ >s,s,) о
о гЧ •si’s. о

/ £ V S,S*) Г
( С ) ы - (  0

[С р ] Ш
W

Таблца 5.12

„ о ЙМ 2& ^ (2& * b i - & )  1 b S t-З р ,------щ г р ---------- J

Табло* 5.13

±  §*' 
ч ? ,*

± S s '  
ч г ><

О

О

Таблца 5.14

Ср s o  U&  ^ ' й - о З Д  о]
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Таблице 5 .1 5

г ]& > $*)
I C r j  =

А ф ± .

4  (

Таблица 5 .1 8

2S + )

/ о
<LT $S  3

( +  2 S jC )

5 . З Л О . Для вы вода коэффициентов матриц ж еоткооти в о сп о л ь ­

зу ем ся  формулой ( 5 . 1 5 ) .  Выразив напряжения ж жх производные в 

центр») меридионального сеч ен и я КЗ ч е р ез  деформации и их произ­

водные в  с о о т в е т ст в и и  с  принятым законом  состо ян и я ( 2 . 3 3 ) f по­

лучим

8 9 - / [  C i ) k l e kt $  *
* *

( 5 .3 8 )
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S ' » ] * * '  ■

Предотавим деформация отрезками ряде Фурье

8?-J Ич*е£ (ём'е cosтх.ъ-> Е?е Sinтх* ) у
*£ Э >Л*0

Z (Slii cos о х Щ  м  ”**) + 
п о  1

*  L -  ( Б * 3 9 )

12 BLJ* Zo (£«%< cospx*+ <55, л sen рос* )>

Z (&£%л cosq,Xb+8£c/,<t. sinq.xb) fa1 dx* .

В случае, если компоненты тензора упругих постоянных учитывают 

неоднородность в окруином направлении: начальную (вырезы или 

дырки), температурную или обусловленную развитием н е о о еси тет-  

ричных пластических деформаций, интегрирование в ( 5 .3 9 )  необ­

ходимо выполнять численно. Тогда• иопользуя введенные обозначе­

ния и представив амплитудные деформации черев узловые значения 

амплитудных перемещений, имеем

83  -  5 Гz  Z  8[UJm C k]m n{v}n  , (5 .4 0 )
т-0 п-о

где матрица иеоткости, учитывающая неоднородность материала и 

развитие плаотичеоких деформаций,определяется варажением

Гк]т - у Z [CbitiCMCMn cosri)Xbcosnx5+ ( 5 .4 i )
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+ C beJm  [ Э е ]  [ д а ] л  S L n  т х г  & [ Л П Х * +

* 12 Z  ( 1Ь<1дт № i u  £ еч 1*п  c o s m x *  c o s n x *+

i ^ ̂ Ь в > Z k * (& * h n  S in  т т  3 s i n  п т 3 )  ] к  Г ^ Г  %

5 .3 .1 1 .  При раочете однородных по окружной координате тех  

вращения под действием аеосеоимметричаой нагрузки компоненты 

матриц упругости не эавиоят от Ж3 * В атом олучае интегриро- 

ванне в (5 .3 9 )  выполняется аналитически о учетом соотношений и 

вариация энергии деформации определяется выражением.

z Slufclklu M e  , (5.42)
l*o

где амплитудная подматрица жесткости

1Юи = [ Щ  [Ьл [&Ле * М Т£ [А 7M e  * (5 ̂

' Д ([5iCe fz><7* [&1 1л *(£>*&&* [вгЬОJff.
Матрицы упругих постоянных сформированы по соответствующим 

компонентам для однородного по окружной координате КЗ.

5 .3 . 1 2 .  Возможность применения разработанного универсаль­

ного кольцевого КЭ к расчету тонкостенных объектов апробирована 

на задач е упругого деформирования цилиндрической оболочки, н а г -  

рушенной двумя сосредоточенными силами (р и с .5 . 2 ) .  Раамеры обо­

лочки: длине t  = 0 . I 3 I 5  м» толщина h  2 ,3 8 * 1 0 “^  м, радиус 

срединной поверхности Л  ~ 0 .1 2 6  ы. Характеристики материала:
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Дилинцричесная оболочка под действием

двух сосредоточенных оил
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нодуль уп р у го сти  В  = 0 .7 3 5 * 1 0 ®  МПа, коэффициент Пуаооона ^ = 

0 .3 1 2 5 .  Величина сил р  = 4 4 5 .4  Н. На р и о .5 .2  приведены графи­

к и , отражающие изменение отн оси тельн ой  погреш ности /  опре­

д елен и я укорочения вер ти кал ьн о го  диам етра оболочки различными 

авторам и в  сравнении с  аналитическим  решением» полученным в  р а­

б оте  [ 2 6 ]  в  зави си м ости  о т  общего чи сла н еи звестн ы х . Цифрами 

обозначены  граф ики, построенны е по данным р а б о т : I  -  [ 3 2 ]  ,

2  -  [ 1 3 1 ,  3  -  [ 3 3 ] .  Цифрой 4  обозначены  р е зу л ьта ты  решения п о -  

./ ^алитичеогаш  МКЭ. К ак отмечено в  р аб о те  [ 2 8 ] , э т а  за д а ч а  не 

может быть д о ст а т о ч н о  эффективно решена о помощью эл ем ен то в , 

использующих ряда Фурье в  окружном направлении. О днако, к а к  

видно и з  р и с .5 . 2  применение р азр аб отан н ого  КЭ о б есп еч и ва ет  по­

лучение б н стр осход ящ егося  у стой ч и вого  решения.

5 . 4 .  Программная документация

Программная докум ентация на ППП "К р у г" и "К уб" р азр аб отан а 

ж оформлена в  с о о т в е т с т в и и  о государствен н ы м и  стан дар там и  Еди­

ной системы  программной документации (ЕСЦ Д):Г0СТ 1 9 .4 0 1 - 7 8 ,

ГОСТ 1 9 .4 0 2 - 7 8 ,  ГОСТ 1 9 .5 0 1 - 7 8 ,  ГОСТ 5 0 3 -7 9  -  ГОСТ 1 9 .5 0 5 - 7 9 .

В рекомендациях даны описание программы и формуляр, содерж а­

щие свед ен и я  о возм ож н остях ППП, у сл о ви я х  их эксп л у атац и и , 

применения, передачи и т .п .

5 . 4 . 1 .  Описание программы "К у б ".

5 . 4 . 1 . 1 .  ШШ "К уб" написан на алгоритм ическом  язы ке Ф орт- 

р а н -1 У , и сп о л ь зу ет  стан дар тн ое м атем ати ческое обеспечен и е оп е­

рационной системы  ОС ЕС, версии 4 . 1 ,  6 .1  и б а зи р у ет ся  на ЭВМ 

серии ЕС. Минимальный обгем  оперативной памяти 5 1 2  К бай т,
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объем накопителей на магнитных д и ск а х  не м енее 7 , 5  Мбайт.

ППП "К уб" сущ ествует в  ви де библиотек объектных и з а г р у ­

зочных м одулей, которые х р а а я т о я  на томе прямого д о о ту п а . Для 

транспортировки ППП и сп о л ь зу е т ся  м агнитная л е н т а . Копирование 

библиотечных наборов осущ ествлявтоя утилитой 1EHM0VE оп е­

рационной сиотемы ОС ЕС.

5 . 4 . 1 . 2 .  Функциональное назначение ППП "К уб" -  

решение на ЕС ЭВМ за д а ч  тврмопдастичнооти сложных п ростр ан ­

ственны х конструкций о учетом  различных внешних во зд е й ств и й . 

Объектами исследован и й  являю тоя массивные т е л а , напряж енно-де­

формированное состо ян и е которых с  достаточн ой  инженерной точ­

ностью  моделирует решение трехмерной задачи  механики тверды х 

деформируемых т е л .

5 . 4 . 1 . 3 .  Л оги ческая стр у к ту р а  ППП "К уб" п р ед ставл ен а  на р и с .5 . 3 .  Он 

с о с т о и т  из б л о к о в : управляющий « Н 0 5 Г / » ,  исходной информации ( W U J) ,

формирования матрицы ж еоткооти (NMAKA4),  прямого хода решения 

системы уравнений ( Q A S A L ) ,  обр атн ого х оде решения системы 

уравнений ( QAL0A  ) ( вычисления век тор а реакций ( A/ ARA5 3 ) 

и сервисны х программ ( S E R V / S  ) .

В  блоке исходной информации J > T U 3  осу щ ествл я ется  вв о д  

и первичная обработка данных о дискретной схем е и ссл ед у ем ого  

о б ъ е к т а , е г о  геом етр и чески х параметрах и действующих на объект 

н а г р у зк а х . Эти данные з а н о с я т с я  в  м асси вы : координат X  , по­

ле признаков N F  , номеров глобальны х н еи звестн ы х H Q  и 

н агр у зок  Q

Блок формирования Ш  в  зави си м ости  от типа КЭ вы зы вает
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Рио. 5 .3

Блок-охеме ППП "Ку<5
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программы формирования Ш  конечных элем ен тов и осущ ествляет  юс 

поблочную эапиоь на магнитные д и ски .

Блок решения сиотемы а л геб р аи ч еск и х  уравнений вклю чает 

блок триангуляриаации матрицы ( G/IStfL ) .  При тр и ан гу л яр и за- 

ции матрица цриводнтоя к  верхнему треугольному виду (нижняя 

тр еу го л ьн ая  ч а с т ь  при водится к  н у л е в о й ). Р еал и зован  м етод и с­

ключения Г а у о о а , у ч и ты вается  симметрия матрицы* Матрица с и о т е ­

мы уравнений р а з б и в а е т с я  на отдельны е блоки , которые м огут 

х р ан и ться  в  оперативной памяти ЗВМ (ОЗУ) или на внешних за п о ­

минающих у с т р о й с т в а х  (ВЗУ) -  магнитных д и ск а х . Информация 

в  блоках  хр ан и тся  по стр окам  свер х у  в н и з , нумерация в  стр ок е  

с л е в а  н ап р аво . Вид хранения блоков матрицы за ви си т  от  ст р у к ту ­

ры подпрограмм обмена информацией ОЗУ и ВЗУ.

Блок прямого и обр атн ого хода с  правой частью  сиотемы 

уравнений ( Gf l L Df l  ) осу щ ествля ет  решение сиотемы уравнений и 

р е зу л ь т а т о м  работы е г о  я в л я е т с я  м асси в перемещений у зл о в  с е т о ч ­

ной о б л а ст и .

Блок вы числения век то р а  реакций 3 3  ) производит

п од сч ет  приращений напряжений, вычисление полных и ш ш о ти ч ео- 

них деформаций и производит оборку век то р а  н ев я зк и .

Блок 3 B R V I 5  осу щ ествля ет  п еч ать  исходных данных и р е ­

з у л ь т а т о в  сч е т а  в  табличной форме на алфавитно-печатающ ее у с т ­

р о й ство  (АЦПУ).

Решение задач и  выполняют до превышения задан н ого  чи сла 

итераци й , достижения сходим ости р е зу л ь т а т о в  и исчерпания чис * 

л а  шагов по н а г р у з к е .

5 . 4 . 2 .  Формуляр ППП "К у б " .

5 . 4 . 2 . 1 .  П акет прикладных программ "Куб
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р а зр а б о т а н  в  Киевском инж енерно-строительном  и н сти т у т е , 

оформлен в  ви де библиотеки исходных U 5 T  М К Б 0 0 4  и

объектны х U5L N K £ 0 0  У м одулей. Каждая подпрограмма 

п р е д ст а в л я е т  отдельный р а з д е л . в  би бли отеках объектных 

модулей сод ер ж атся  в  виде р а зд ел о в  загр узочн ы е модули.

5 . 4 . 2 . 2 .  Ооновные х ар актер и сти к и . Тип ЭВМ В С -1 0 2 2  -  

Е С -1 0 6 0 . Операционная си стем а ОС ЕС, верси и  4 . 1 ,  6 . 1 .  Объем 

оперативной памяти для выполнения задан и я 51 2  к .

Тип машинного н о си т е л я : магнитные ленты , д и ски .

Язык программирования Ф0РТРАН-1У.

Основной режим работы пакетны й.

Входное у с т р о й с т в о : перфокарточное у ст р о й ст во  в в о д а , 

алфавитно-цифровые ди сп леи .

Выходное у ст р о й с т в о : АЦПУ. Щ .

Для транспортировки ППП и сп ол ьзу ю тся  магнитные ленты . Ко­

пирование библиотечных наборов данных о су щ ест в л я ет ся  утилитой 

I 9 H N 0 V E  операционной си стем ы  ОС ЕС.

5 . 4 . 3 .  Описание программы "К р у г” .

5 . 4 . 3 . 1 .  ППП "К р у г" напиоан на алгоритм ическом  язы ке Ф орт- 

р ан -Д убн а, и сп о л ь зу ет  стан дар тн ое м атем ати ческое обеспечен и е 

операционной систем ы  Дубна и б а зи р у е т ся  на ЭВМ БЭСМ-6.

ППП "К руг” су щ еству ет  в  виде т е к с т о в  и библиотеки тр ан с­

лированных модулей. Для транспортировки ППП и сп о л ь зу ет о я  м а г­

нитная л е н т а .

5 . 4 . 3 . 2 .  функциональное назн ачен ие ППП "К р уг"

— решения на ЭВМ БЭСМ-6 за д а ч  термоплпстичности н ео сеси м -
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матркчно нагруженных т е л  вращения оо сложной формой меридио­

н альн ого  с е ч е н и я . ШП "К р у г" применим д л я  и ссл ед о ван и я  м асси в­

ных и тонкостенны х кон струкци й , причем в  последн ем  сл у ч ае  е г о  

эффективность не у с т у п а е т  ШШ, созданным на оонове специальных 

оболочечных эл ем ен то в .

5 . 4 . 3 . 3 .  Л оги ч еск ая  стр у к ту р а  ППП "К р у г" п р ед ставл ен а  на р и *,

5 . 4 .  Он с о с т о и т  и з б л о к о в : управляющий 6 M V , задан и я исходных данных 

£  А  ̂ к о н т р о л ь н о й  печати  и с х о д а х  данных ^ Ш А / Ь  , организации и т е ­

рационного п р о ц есса  $ > Ё №  , формирования и решения системы

ал геб р аи ч еск и х  уравнений G f l L S  и п ечати  р е зу л ь т а т о в  р а сч е т е  

( P P I /V S L  и P R I V I S  ) .  Д инамическая з а г р у зк а  блоков п р о г - 

р а ш н  п о зв о л я е т  экономно и сп о л ь зо в а т ь  оперативную пам ять ЭВМ.,

В блоке задан и я походной информации P / W 5  о су щ ествл я ет­

с я  в в о д  и первичная обр аботка данных о ди скр етн ой  схем е и о сл е ­

д уем ого  о б ъ е к т а , е г о  геом етр и ч еск и х  парам етр ах и действующих на 

об ъект н а г р у зк а х . Эти данные з а н о с я т с я  в  м асси вы : координат у з ­

лов сеточной об л асти  меридионального сеч ен и я X  , окружных ко­

ординат меридиональных сечен и й  2  3  , поле признаков ^  я

а м п л и т у д а х  н а гр у зо к  &  .

Блок контрольной печати  походных данных о су щ ествля ет  п е ­

ч а т ь  заданных м асси во в  в  табличной форме.

Блок формирования и решения системы ал геб р аи ч еск и х  у р авн е­

ний вы зы вает программы определения коэффициентов МЖ к о л ь ц е во го  

КЭ, о су щ ествля ет  и х поблочную зап и сь  на магнитные д и ск и , приво­

ди'" мзтрицу систем ы  к  верхнем у треугольном у ви д у . Р еал и зован  

м етед  исключения Г а у с с а ,  у ч и ты вается  симметрия матрицы. Р е з у л ь ­

татом  решения системы уравнений является м зсси в  амплитудных п е -
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Блок-о тема ППП "Круг'
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ремещений узлов сеточной области .

Блок формирования вектор а амплитудных реакш й  Q Q N E  

осущ ествляет вычисление координатных значений деформаций и нап­

ряжений» коррекции) напряжений в  соответстви и  с принятым за к о ­

ном состоян и я, определение амплитудных узловы х реакций и про­

верку уравнений р авн овеси я.

Блоки P R J N E L  и Ь 1 3  позволяют вы вести  на АЦПУ 

результаты  сч ета  (поле напряжений и доле перемещений) в  таблич­

ной форме.

5 . 4 . 4 ,  Формуляр ПШ1 "К р у г".

5 .4 .4 Л . Пакет прикладных программ "Круг"

разработан в  Киевского инженерно-строительном и н сти туте, 

оформлен в  виде тек сто в  и библиотек оттранслированных модулей.

5 , 4 . 4 . 2 .  Основные характеристики. Тип ЭВМ БЭСМ-6.

Операционная си стем а: Дубна, Диопак.

Объем оперативной памяти для выполнения задания 2x 32  к .

Тип машинного н оси теля: магнитные ленты, диски.

Язык программирования ФОРТРАН-Дубао.

Основной режим работы пакетный.

входное у стр ой ство : перфокарточное устр ой ство вв о д а .

Выходное у стр ой ство : АЦПУ, МЛ.

Для транспортировки ППП использую тся магнитные ленты.

5 . 5 .  Примеры р асчета

5 . 5 . 1 .  ППП "К уб". Рассмотрим упругоплаотичесжое состояние 

цилиндрической трубы.внутреняий радиуо которой V*  # наружный 

Vs . Нагрузка -  внутреннее давление. Для бесконечно длинной
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трубы из у сл о ви я  симметрии в ы т е к а е т , ч то  поперечные сеч ен и я  е е  

при деформации остаю тся  плоскими я  перпендикулярными к  о с и , 

т . е .  о с е в а я  деформация трубы не и зм е н я е т ся  по радиуоу и д л и н е :

£г~ СОП$£.
Р асчеты  проводились д л я  трубы со  следующими исходными данными:

Г4 = 0 . 5 ,  п = I, Е = 2 , 5 ,  т? = 0 , 3 ,  бт = 0 . 5 / з  . Зад ач а 

реш алась д л я  пяти ш агов по н а гр у зк е  ^  : 0 . 3 7 5 ,  0 . 5 0 5 ,  0 . 5 9 ,

0 . 6 5 ,  0 . 6 8 ,  что с о о т в е т с т в у е т  радиусу зоны пласти чн ости  7 г  :

0 . 5 ,  0 . 6 ,  0 . 7 ,  0 . 8 ,  O .D . Применялся КЗ с  полилинейной аппрокси­

мацией перемещений. Р а сч ет н а я  схем а задач и  и р езу л ь т а т ы  с ч е т а  

приведены на р и с .5 . 5 .  Решение ср авн и вал о сь  с  подученным 

ным в  [ 2 5 ] .

В таблице 5 .1 7  приведено сравнен и е решений данной задач и  

о и сп ользован и ем  различных типов КЭ: I  — решение получено о 

и сп ользован и ем  КЭ в  виде параллелепи педа о аналитическим  и н т е г­

рированием по объему эл е м е н т а , П -  решение о и сп ользован и ем  КЭ 

в  ви де п р ои звольн ого  ш естигранника с  численным интегрированием  

по объему КЭ. В р е зу л ь т а т е  и ссл ед о ван и я  оходимооти решений бы­

ло выбрано т ак о е  чиоло КЭ, д л я  к о то р о го  решение отл и ч аето я  от  

решения о вд в о е  большим числом КЭ не б о л е е , чем на 2%. Реше­

ние в  обоих сл у ч ая х  о тл и ч аето я  от ан ал и ти ч еско го  не б о л е е  чем 

на 5%. Время решения задач и  д л я  КЭ в  ви де параллелепи педа в 

ш есть р а з  меньше времени решения задач и  для КЭ в  виде пр ои зволь­

ного ш естигранника.

5 . 5 . 2 .  ППП "К р у г " . Для обосн ован и я д о сто вер н о сти  р е зу л ь ­

т а т о в , получаемых о помощью ППП "К р у г" при и сследован и и  н ер ав­

номерно н агреты х в  окружном направлении т е л  вращ ения, выполнен
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Таблица 5.17

it
уз. аналит.

0гр
1 (%)

6 u
w

h 6
( * )

n  = 0 . 5

I 0.2635 0.2647 0.46 0.2629 0.24

2 0.2980 0.2999 0.63 0.2976 0.13
..... . .

3 0.3472 0.3502 0.87 0.3474 0.043

4 0.4209 0.4261 1.23 0.4222 0.3

5 0.5382 0.5483 1.88 0.5425 0.79

n  = 0 .6

I 0.3794 0.3739 1.44 0.3748 1.22

2 0.4291 1.4236 1.294 0.4243 1 .12

3 0.500 0.4947 1.064 0.4952 0.956

4 0.606 0.6019 0.677 0.6019 0.677

5 0.593 0.61Г2 3.062 0 .6 II2 3.064

Tr = 0 . 7

I 0.5165 0.5002 3.15 0.50IG 2.89

2 0.5841 0.566 2.99 0.57678 2.78

3 0.6806 0.6618 2.77 0.6627 2.62

4 0.6709 0.6834 1.86 0.6833 1.85

5 0.5038 0.5282 4.85 0.5278 4.76
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р асч ет  конической оболочки, схема которой представлена яа рис.

5 . 6 , а . Толщина оболочки f l  *  0 . 0 1 ,  длина I *  2 ,  радиус R  ~ 

1 0 ,  у го л  наклона образующей к оои вращения = ^ /б  . Р а с -

омотрено два варианта нагружения конструкции равномерно распре­

де ленным вдоль образующей и изменяющимся в окружном направле­

нии температурным полем Т *- yT^CO S б О  g Г 1- 72? COS 6 0  

Сплошными линиями на р и о .5 .6  показаны эпюры меридиональных 

моментов и продольных си л , приведенные в  работе L 3  ] .  Ромбика­

ми обозначены их значения, вычисленные ШЛКЭ при 5 КЭ вдоль об­

разующей, кружочками -  при 1 0 ,  причем в  этом случае наблюдает­

с я  хорошая согласован н ость р е зу л ь т а т о в , определенных равными 

методами.

5 . 5 . 3 .  Раосмотрено ооеовмметричное терыоупругоплаотическое 

равновесие неравномерно н агретого вдоль радиуоа д и ска. Р асч ет­

ная схема и распределение температуры приведено на р и о .5 . 7 , 8 .  

Объект исследования выполнен и з стали ЭИ -395, диаграммы дефор­

мирования которой в  зависимости от температуры представлены в  

т а б л .5 .1 8 .  Полученные результаты  оопоставдяютоя о данными, при­

веденными ь  работе [ 3 0 ] . Как видно из р и о .5 . 7 , б ,дости гн ута хо­

ровая согласован н ость р езу л ь т а т о в ; сплошными линиями показано 

решение [ 3 0 ] ,  ятрпховыми -  подученное по разработанной методи­

к е .

5 . 5 . 4 .  С целью апробации возможностей ППП "К руг" при ре­

шении фиаически-нелинейных задач  иеооеоиыметричяо нагруженных 

тел  вращения проведены исследования упругопластического изгиба 

круглого отержня, выполненного жз идеально пласти ческого мате­

риала оо следующими характеристиками: модуль упругости £  в



95

Рис. 5.6
Россееиммегра тЛ взгрев готической 

оболочки
о )  т в р з  г т щ ж т & т ч н х  м о м е н т о в ;  4 )  о / т о а  пгс' д о л ъ р н 7

сил
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о яг -о 4 об as /
б )

а )  р а с ч е т н а я  сх ем а  и р аспределен и е тем п ературы ;

б )  эпюры радиальных и окружных напряжений

Р и с , 5 , 7
У п п угоп лести ческое р авн о веси е д и ск а ,

неравномерно н а гр е то го  вдоль ради уса



Таблица 5.18

£
(э  • 10  ̂ Па, при различных значениях Т °С

0 100 200 300 400 500 600 700 800

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,001 1950 1925 1880 1800 1700 1560 1400 1200 1000

0,002 3900 3850 3760 3600 3390 3080 2760 2340 1800

0,004 5735 5630 5520 5175 5000 4580 3885 3225 2290

0,006 6295 6175 5935 5650 5375 4910 4130 3465 2440

0,008 6690 6500 6180 5925 5585 5020 4295 3625 2500

0,010 6945 6690 5340 6075 5725 5080 4380 3705 2520

0,012 7060 6790 6420 6150 5795 5112 4410 3728 2540

ОД 8820 8550 8160 7700 7335 6520 5730 4740 3420

Ю4
1/град 0,15 0,152 0,154 0,157 0,162 0,166 ОД 69 0Д71 0,172



9 8

= 1 0 0 0 0 0 , п р ед ел  т ек у ч е ст и  при чистом  сд ви ге  = 4 , 6 2 ,  ко­

эффициента П уассона i7 = 0 , 3 »  Р а сч ет н а я  схем а объекта  и р е ­

зу л ьтаты  решения приведены на р и с .5 . 8 .  Сплошной линией п о к а за ­

на к р и ва я , п остр оен н ая по данным работы [ 3 4 ]  , ромбиками отм е­

чены р е зу л ь т а т ы , полученные по р азработан н ой  методике» Прове­

дено соп о ставл ен и е  эффективности применения элем ента с чи слен ­

ным интегрированием  в  п л оск ости  меридионального сеч ен и я по фор­

мулам Г а у с с а  [ 4 ]  и р азр аб отан н ого  К З. Отличие перемещений в  

зон е м акси м ального зн ачен и я изгибающ его момента ^/Но = 1 » 5 5  

не превыш ает 1 , 5 $ ,  при этом  врем я с ч е т а  д л я  элем ен та с  и н те г­

рированием в  явном ви де меньше в 1 ,8 2  р а за

5» 5 . 5 .  Д о сто вер н ость  р е зу л ь т а т о в  р а с ч е т а  неоднородных в  

окружном направлении т е л  вращения с  помощью ППП "К р у г" п о д твер ­

ждена на за д а ч е  об уп р угоп ласти ческом  р авн овеси и  под д ей стви ем  

внеш него д авлен и я б еско н еч н ого  т о л ст о ст е н н о го  цилиндра с двумя 

прямоугольными вы резами ( р и о .5 .9 ) .  В к а ч е с т в е  этал он н ого  приня­

то perfpim? полученное при аппроксимации цилиндра по окружной 

координате 2 0  конечными элем ентам и. На р и с .5 . О сплошными линия­

ми показаны  эталонные р е зу л ь т а т ы , отражающие р азви ти е зон  п л а с ­

тичности в  поперечном сечен и и  цилиндра при увеличении и н те н си в­

н ости внеш него давлен и я . Там же кружочками отмечены г р а ­

ницы зон  п л асти ч еск и х  деформаций, полученные о помощью ППП 

"К р у г" при удержании 1 9  член ов ряда 'Фурье. Иэ рисунка ви дн о, 

ч то  наибольшие п л асти ч еск и е деформации возн и каю т в  меридиональ­

ном сечении 1 - Т .  На р и с .5 » ТО п оказан о р аспределен и е и н тен си в­

н ости  накопленных п л асти ч еск и х  деформаций o f  и окружных нап­

ряжений $ 9  в  сечении I - I  в  п р о ц ессе  нагружения цилиндра. 

О бозначения те ж е , ч то  и нп р и с ,5 . 9 .  Очевидна хорошая с о г л а с о -
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Упругоплаотичеокий изгиб круглого отержня. 

Зависимость относительного изгибающего мо­

мента от стрелы прогиба



100

l l

a ---------------------------- I

Pho. 5 .9

Толстостенный цилиндр о вырезами. 

Гр ан ты  зон пластических деформаций 

в  процаоое нагружения
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Толстостенны й цилиндр с вы резам и; 

а )  эпюры окружных напряжений; б ) эпюры и н тенсивности 
п л асти ч еск и х  деформаций
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ванноегь р езультатов» полученных раэныш  методами -  отличия в  

зоне максимальных значений порядка 1 $ .

5 , 5 . 6 -  Упругоплаотачеокое деформирование креотообрвзкого 

соединения двух  толотоотенвых труб*

6  к ач естве  примера применения ШШ "Цуб” к решению задач 

пластичности рассмотрено напрякеняо-деформированяое состояние 

крестообразн ого соединения двух толстостенных труб ( р и о .5 .1 1 ) .  

Соединение нагружено внутренним давлением и растягивающей рав­

номерно распределенной нагрузкой на торцах. Рассматриваются 

чаотныб случай нагружения конструкции и всл ед стви е симметрии 

задачи только одна восьм ая ч асть  указан н ого

соединения, изображенная на р и с .5 . I I .  Материал оболочек харак­

т ер и зу ется : Е  = 2 . 5 ,  о? = 0 . 3 ,  е т = o . s V T  .

Данная оиотема была предотавлена в  дискретной форме о 

помощью 5 элементов по толщине оболочки, 6  элементов в  окруж­

ном направлении и 10 элементов по длине оболочки, а также о по­

мощью 8  элементов по толщине» 9  элементов в  окружном направле­

нии ж 10 элементов по длине оболочки. При этом отличие р езу л ь­

тато в  в  области максимальных значений перемещений не превышает 

0 , 5 * .

Принят следующий вариант нагружения: равномер­

ное увеличение внутреннего давления и интенсивности растягиваю ­

щей нагрузки соответствен н о до величины Р  в  0 ,3  и (Я . 0 , 2 5 .  

После это го  раотет только внутреннее давление о шагом *Р =

= 0 ,0 2 5  до величины Р = 0 ,3 7 5 .  Результаты  р а сч е т а , отражающие 

развитие s o h  пластичности в  плоскости В *  »  о  и в  плоокооти

предотавленн на р н о .5 .1 1 .  Первые плаотичеокие деформа­

ции возникают в  плоскости Е *  *  0  в  точке пересечения вн утр ея-
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Р и с. 5 . I I

Крестообразное соединение двух толстостенных труб;

а)  общим вид нонструкиии с нанесенной сеткой КЭ;
б ) разви ти е зон пластических деформаций в  плоскости Z 1 ̂ о-
в )  разви ти е зон пластических деформаций в  сечении 1-1
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них п о в ер х н о стей  цилиндров. Не р и о .5 .3 2  приведены графлю? нап­

ряжений в  сечен и и  ’ я  o f f  = 0 , 5 5  на первом  ш аге по н а г р у з­

ке (пунктиром п о к а за н о  у п р у го е  реш ение),. Из приведенных графи­

к ов  ви д н о , ч т о  на р асстоя н и и  по оси  равном 1 , 2  ' R *  т реш е­

ние не о т л и ч а е т с я  о т  решения задач и  Л ам е. Таким о б р а зо м , можно 

вы делить зон у влияния об л асти  п ер есеч ен и я  и уменьшить о б л а ст ь  

и ссл ед о ва н и я  по направлению  оси  2 5 . И сследован и я п о к а за л и , 

что в  о б л а ст и  п е р е сеч е н и я  д ву х  то л сто стен н ы х  цилиндров с  дачн и- 

шг параметрами п л а сти ч еск и е  деформации п оявл яю тся  при в н у т р а ь - 

нею давлен и и  Р  = 0 , 7  Ркр щ г д е  Йср -  д а в л е н и е , в ш е  ноторо? 

в  т о л сто стен н о м  цилиндре возн и каю т п л а ст и ч еск и е  деформации, ft»/ 

Р«р ур овен ь п л а ст и ч еск и х  деформаций с о с т а в л я е т  0 r4 9 i  

ч т о  для  т о л с т о с т е н н о г о  цилиндра с о о т в е т с т в у е т  давлен и и  Р  г

= 1 , 8  Р ер  .

5 . 5 . 7 .  Р а с ч е т  п р и соеди н и тельн ого  штуцера обраонвэю щ его 

клапана у ст а н о вк и  д л я  п р о и зво д ств а  поли эти лена в ы со к о го  д авя е*

НИ и

Возм ож ности р а зр а б о т а н н о го  ППП "К р у г" при решении за д а ч  у 

р у г о п л а с т и ч е с к о г о  деформирования иллю стрируются на примере p a r -  

ч е т а  п р и соеди н и тельн ого  ш туцера, представляю щ его собой  м а сси в­

ное тел о  вращения со  сту п ен ч а т о  меняющейся геом етр и ей  меридио­

н ал ьн ого  се ч е н и я , и зго т о вл е н н о е  из отели  о р азви то й  площадкой 

т е к у ч е с т и , д л я  которой  коэффициент П уассона $  = 0 , 3 ,  модул* 

у п р у го сти  Е  -  2 ,0 4 8 *  Ю 5 МПа, п р едел  т е к у ч е с т и  при растяж ений 

f ' r  = 9 5 0  МПа. В окружном направления геом етр и ч еск и е  и м ехани­

ч е ск и е  х а р актер и сти к и  не м еняю тся. Р а сч ет н а я  сх ем а приведена нв 

р и с . 5 . 1 3 ,  гд е  размеры п роставлен ы  в  д о л я х  вн у тр ен н его  р ади усе 

р  . Внешние в о зд е й с т в и я  включают распределенны е осеси м м етр и ч-
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ригрузЕги 11 Р * А /  П Л Д С Г Ц Ч Н Р С Г Ц

Рио. 5 .1 3

Присоединительный штуцер сбрасывавш его клапане. 

Р асчетн ая  схем а, Развитие пластических деформаций
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з за гр у зк и  и нтенсивностью  ^ * 1 0 0 0  МПа, Ц, / = 80  Ш а , »

= 51В Жа. Кроме т о го  д е т а л ь  испы ты вает вынужденное смещение 

.^ закр еп лен н ого  тор ц а , равное S , о тн оси тельн ая  величина к о­

сн ого  & -  5 / 2 1 , 5 *  £  д о с т и г а е т  0 ,9 1 9 * Ю ~ 3 .

Поскольку точ н ость  р е зу л ь т а т о в  8ави ои т о т  числа конечных 

#ш м ентов, к о л и ч ества  удерживаемых членов ряда Фурье и т о ч н о е - 

п решения системы нелинейных уравнений, то  были проведены и с­

следован и я влияния перечисленны х выше ф акторов на сходи м ость 

максимальных напряжений. Разбиение на КЭ вы полнялось на осн ове 

опорной се тк и  ( с м .р и с .5 . 1 3 ) ,  при выборе которой по контуру с е ­

чения предусм отрен приграничный сл о й . На р и о .5 .1 3  показаны  д ва  

вар и ан та нанеоения се т к и  КЭ, сущ ественно отличавш иеся по числу 

н еи звестн ы х , особен н о в  об л асти  изменения толщины стен к и  штуце­

р а . Расхож дение максимальных значений р е зу л ь т а т о в  по обоим в а ­

риантам не превышает 4% . Решение задач и  при различном чи сле ч л е­

нов ряда Фурье до четы рех и зм ен яет  р е зу л ь т а т  менее чем на 3 , 5 ? .

В к а ч е с т в е  критерия точн ости  решения ояотемы нелинейных у р авн е­

ний принято В  , чи сло показывающее, в о  ск ол ьк о  р а з  необходимо 

уменьшить сумму к вад р ато в  н е в я зо к  по сравнению о суммой к ва д р а ­

тов приложенной н а гр у зк и . Отличие р е зу л ь т а т о в  при варьировании 

£  в  п р еделах  от  0 , 1  до 0 ,0 0 1  не превышало 1% (о м .т а б л .

Ъ Л  9 ) .

В р ассм атри ваем ой  за д а ч е  особую слож н ость п р е д ст а в л я е т  мо­

делирование п р о ц есса  нагружения ш туцера, т а к  к а к  во зр а ста н и е  

вн утр ен н его  давл ен и я fy o  ж смещения 5  сво б од н ого  торца 

происходит н езави си м о и ,  о л е д о в а т е л ь н о , деформирование может 

о су щ еств л я ть ся  по различным тр аектор и ям . В  с в я з и  о зти м  реали ­

зо ва н о  три вар и ан та нагруж ения; I  -  и 5  увели чи вали сь

одновременно и пропорционально одному п ар ам етр у ; 2  -  внутрен нее
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давление достигало 800 МПа, а дальнейшее его изменение 

происходило одновременно о увеличением S ; 3 -  возрастание

tyo и S  осуществлялось последовательно.

Каждый из вариантов разбивался на ряд последовательных 

шагов пс нагрузке. Траектории деформирования» построенные в 

координатах пятимерного пространства А.А.Ильюшина [30]» приве­

дены на рис.5.14» где первая цифра соответствует варианту наг­

ружения, а вторая -  номеру точки в сечении .1-1.

Развитие картины напряженно-деформированного состояния 

объекта рассмотрим на примере третьего варианта нагрузка дня в 

области ступенчатого изменения толщины цилиндрической -чзсги 

штуцера, так как именно здесь следует ожидать локализации мак­

симальных напряжений. Весь процесс нагружения разделим не два 

этапа. Первый соответствует осесимметричным воздействиям -  

-  0 ) , состоящим из распределенных нагрузок , q£ , и

внутреннего давления fyo . Отличительной особенностью второго 

этапа является переход от осесимметричного к неосесимметрично­

му напряженно-деформированному состоянию, обусловленному сме­

щением торцевой части штуцера но величину S  . Результаты 

расчета, отражающие развитие зон пластичности в плоскости ме­

ридионального сечения, проходящей через точки с окружными 

координатами в  = 0° и 6 - 100°, представлены на р и с .5.13. 

Там же показаны границы зон пластичности в плоскости, нормаль­

ной к оси вращения 2, по сечению I - I .  Эпюры распределения по 

линии I - I ,  проходящей через точки о окружными координатами 

д * 0° и 0 - 180°, окружных &е , осевых б* напряжений

и интенсивности касательных напряжений / приведены на рис. 

5 .15 , 5 .16 . Цифрами на графиках обозначены кривые, построенные 

при различных значениях величины относительного смещения тор-



П о

Р аспределен и е интенсивности касательн ы х напряжений

Т по линии I - i
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Р и с . 5 .1 6

Распределени е напряжений по линии I - I ; 

а )  осевы е напряжения; б )  окружные напряжения

w a s j r
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д ево й  ч а с т я  штуцера*

На первом этап е  нагружения основным ф актором, определяющим 

величину и расп р еделен и е максимальных напряжений, я в л я е т с я  

вн утрен н ее д а в л е н и е , котор ое при и н тен си вн ости  порядка 5 0 0  МПа 

приводит к  возникновению  на внутренней повер хн ости  цилиндра 

п л асти ч еск и х  деформаций. Границы зо н  п ласти чн ости  при fy o  -  

-  1 0 0 0  МПа пр едставлен ы  на р и с .5 ,1 3  кривыми, отмеченными циф­

рой I .  Распределени е окружных напряжений 6 $  в  радиальном 

направлении на ч асти  штуцера, расположенной опр ава о т  сеч ен и я 

I - I ,  может о п р ед ел я ть ся  с  д о ст а т о ч н о  вы сокой степ ен ью  точн ости  

на осн ове  решения зад ач и  д ля беоконечной трубы , выполненного в  

у п р угоп ласти ческой  п о с т а н о в к е . С лева о т  сеч ен и я I - I  наблю дает­

с я  уменьшение окружных напряжений, связан н ы х о увеличением  то л ­

щины стен ки  и закр еплен ием  боковой п овер хн ости  конической чаоти 

ш туцера. О севые напряжения в  сечении I - I  при осесимметричном 

нагружении более чем в  1 , 5  р а з а  уступаю т по абсолю тной величине 

(Э е . Так к а к  их появление на р ассм атри ваем ом  эта п е  нагружения 

о в я за н о  о дей стви ем  л окальн ого м ом ен та, вы зы ваем ого вк е ц е н т р е н - 

иым приложением н агр у зки  , то  при удалении о т  сеч ен и я I - I  

они д о ст а т о ч н о  быстро убы ваю т.

На втором  эт а п е  нагружения общая картине напряженного с о с ­

тояния ст а н о в и т ся  неооеоимметричной, ч т о  особенно зам етн о  про­

я в л я е т с я  в  отношении напряжений < 5* и о б ъ я сн я е т ся  у вел и ч е­

нием изгибающ его м ом ен та, об у словлен н ого  в о зр а ста н и е м  вынужден­

ных смещений. Так к ак  8н ак э т о г о  момента в  меридиане ( 9 = 0 °  

противоположен энаку изгибаю щ его м ом ен та, вы зы ваем ого н агр узкой

* 7 0  з д е с ь  о т м е ч а е т ся  омене зн ак а  о севы х  б в  напряжений 

на наружной повер хн ости  штуцера и их эпюра с т а н о в и т ся  равном ер­

нее по сравнению о меридианом f *  ** 1 6 0 ° ,  С ледстви ем  э т о г о  я в -
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д е е т с я  х  более равномерный р о с т  и н тен си вн ости  к асател ьн ы х  нап­

ряжений Т  % в  р е 37 ль т а т е  ч е г о  при А  = 9Д 9. К Г 3 зон а 

п л асти ч еск и х  деформаций по линии I - I  и 9  «  0 °  р а сп р е д е л я е т ся  

на всю  толщину кон струкци и , а при 9  = 1 8 0 °  еще с о х р а н я е т ся  

упругий у ч а с т о к . На окружных напряжениях б в  увеличение в  

рассм атри ваем ы х п р ед ел ах  выну идейных смещений о к а зы в а е т с я  в  

меньшей ст еп ен и . Их к а ч е ст в е н н а я  картина и зм е н я е т ся  н есущ ест­

в е н н о , однако кол и ч ествен н ое отличие максимальных величин с о с ­

т а в л я е т  более 5 0 # . С ледует также о т м е т и т ь , ч то  р азви ти е  п ласти ­

ч еск и х  деформаций в  меридиане &  = 1 8 0 °  происходит при ср а в ­

нительно больших по абсолю тной величине напряжениях и < 3 * .  

Это с в я за н о  о ростом  ш арового т е н з о р а , т а к  к а к  зн а к  осевы х и 

окружных напряжений з д е с ь  оди н аков.

Таким о б р а зо м , у стан овл ен о  влияние б о к о во го  вынужденного 

смещения на р азви ти е  зон  п ласти чн ости  к а к  в  меридиональном, т а к  

и в  окружном н ап р авлен и ях. Если  в  меридиане 1 8 0 °  со х р а н я е т ся  

упругий у ч а с т о к , то  в  меридиане 0 °  п л асти чн ость  проникает на 

всю  глубину меридионального се ч ен и я , ч т а  может сущ ественно о к а ­

з а т ь с я  на несущей сп особн ости  о б ъ е к та .

Анализ р азви ти я  зон  п ласти чн ости  на различных э т а п а х  н а г ­

ружения п о к а зы в а е т , что деформирование штуцера в  больш инстве 

с л у ч а е в  о су щ ест в л я ет ся  по траекториям  малой кривизны ( р и с .5 .1 4 ) .  

Исключение со ставл я ю т процессы  н агруж ени я,близкие к третьем у 

ва р и а н ту , гд е  в  п р ед ел ах  п ер во го  шага приложения вынужденных 

смещений (у ч а с т о к  A-В )  р езу л ьтаты  с л е д у е т  сч и тать  приближенны­

ми, п оскольку  р ади ус кривизны на атом  у ч а с т к е  меньше сл ед а  з а ­

пазды вания векторн ы х овой отв м атер и ал а . Однако р е зу л ь т а т ы , по­

дученные в  конце п р оц есса н агруж ения,м ало з а в и с я т  от внда тр аек ­

тории -  расхож дение с о с т а в л я е т  1 -2 )8 . Отсюда сл е д у е т  вы во д , ч то
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для получения решения данной задачи достаточно рассм отреть 

только наиболее простой опоооб нагружения, соответствующий 

прямолинейной траектории, и , если  это ц елесообр азн о , можно при­

менить деформационную теорию плаотичности.

Исходные данные задач и , распечатанные о целью контроля 

правильности их задания в  виде таблип приведены: поле призна­

ков -  т а б л .5 .2 0 ,  поле координат -  таб л . 5 .2 1 ,  ыасоив ам­

плитудных узловых н агрузок -  т а б л .5 .2 2 .

5 . 5 . 8 .  Иооледование упругоплвотичеокого деформирования 

торооферического сосуда при термосиловом нагружении.

В к а ч ест в е  примера приложения разработанного ШШ "К руг" к  

определению не осесимметричного напряженно-деформированного с о с ­

тояния тел  вращения за  пределом упругооти при термосиловом наг­

ружении рассмотрим торосферический с о с у д , находящийся под дей­

ствием внутреннего давления и неравномерного температурного по­

л я .

Расчетн ая схема конструкции приведена на р и о .5 .1 7 а .  Р а з ­

меры проставлены в  долях Е  , гд е  h *  -  толщина отенки со су д а . 

Распределения температуры в  окружном направлении опр еделяется 

формулой

Т - cos 39),

г д е : 9  -  значение окружной координаты; 4  *  -1 5 0 °С  на вн ут­

ренней поверхности соо у д а , -15°С  на расстоянии 0 ,6 4  Н  от вн ут­

ренней поверхности и 0°С на наружной. В промежуточных точках по 

толщине стенки А  и зм ен яется по линейному закон у . В меридиа- 

нальном направлении температуре постоян на. Внутреннее давление 

д о сти гает  интенсивности 8 ,3 7 * 1 0 " ^  Е  , гд е  £  -  модуль упру-
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г о с т я  м атер и ала с о с у д а , Термомеханичеокие хар актер и сти ки  не з а ­

в и с я т  о т  тем п ературы : п р едел т ек у ч е ст и  <5? = 9 ,3 - Ю - 3  Ё  , 

коэффициент П уассона ^  = 0 ,* 3 , коэффициент линейного т еп л о вого  

расширения °^т -  1*10*"® 1 / гр .

И сследования по определению оптимальной расчетн ой  сетк и  

п о к а за л и , что и сп ол ьзован и е в  меридиональном направлении более 

ш естн адцати , а по толщине -  шести КЭ п р акти чески  не вл и я е т  на 

т о ч н о сть  определения напряженно-деформированного со сто ян и я  с о ­

с у д а . Отношение чи сла элем ен тов на сф ерическом , тороидальном 

и цилиндрическом у ч а о т к а х  принималось равным 3 : 2 : 3 .  Для аппрок­

симации напряженно-деформированного со сто я н и я  конструкции по 

окружной координате не тр е б у ет о я  более д в у х  членов разлож ения 

в  ряды Фурье и при решении зад ач и  п л асти ч н о сти .

П р ед ставл яет  и н тер ес п р о вести  и ооледование р ассм атр и ваем о­

г о  об ъ ек та  на осн ове упрощенной поотановки о позиций соотнош е­

ний теории об о л оч ек . С этой целью в  рам ках упругой задач и  вы­

полнен р а о ч ет  торооф ерического оооуда при и спользовани и  по тол ­

щине конструкции одного кон ечн ого эл ем ен та . Как п оказан о в  р а ­

б оте [ 5 ^реш ение в  этом  сл уч ае  с о о т в е т с т в у е т  теории оболочек 

средн ей  толщины. Полученные числовые данные позволяю т о д ед ать  

вы во д , ч то  и сп ол ьзован и е уравнений оболочек средней толщины 

д л я  ан али за напряженно-деформированного со сто я н и я  подобных кон­

стр укц и й , нагруженных лишь оиловыми ф акторами,не вы зы вает с у ­

щ ествен ного искаж ения р е з у л ь т а т о в . Т а к , погреш ность определения 

максимальных значений меридиональных напряжений с о с т а в л я е т  по­

рядка Ъ% по отношению к решению простр анствен н ой  задач и  теории 

у п р у го сти . На р и с .5 .1 7  приведены построенны е в  сечении I - I  эпю­

ры меридиональных и окружных напряжений, вы зы вае­

мых неравномерным температурным полем . Штрихпунктирные линии
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с о о т в е т ст в у ю т  р е зу л ь т а т а м , полученными при и спользовани и  по 

толщине стен ки  оосуда одного кон ечного эл е м е н т а , сплошные -  

ш ести . В первом сл у ч ае  температурные деформации определялись 

в  четы р ех т о ч к а х  ин тегри рован ия в  направлении, нормальном к  

срединной п овер хн ости  оболочки . Увеличение и х кол и ч ества  не 

приводит к  уточнению решения. Веоьма значи тельное отличие р е ­

зу л ь т а т о в  п о зв о л я е т  сд е л а т ь  вы во д , что и сследован и е данной кон­

струкции тор осф ер яческого  со су д а  при термосиловом нагружении 

необходимо выполнять на оонове соотношений простр анствен н ой  

задач и  тер м оп ласти чн ости .

Влияние у ч е та  п лаоти чески х  св о й с т в  материала на картину 

меридиональных напряжений 6 s  отражают графики, п р ед ставл ен ­

ные на р и с .5 . 1 8 .  Сплошные линии с о о т ве тст ву ю т  р а с ч е т у , выпол­

ненному в  упр угоп ласти ческой  п о с т а н о в к е , штрихпунктирвые -  уп­

р у го й . На р и с .5 . 1 8 ,е  приведены эпюры, построенные в  меридио­

нальной сечении ( 0  = 0 ° ) ,  5 . 1 8 , 6  -  в  сечении I - I  по толщине 

с т е н к и ; 5 . 1 8 , в  -  в  сечен и и  I - I  по окружной коор ди н ате. Зам етное 

уменьшение максимальных значений © s н аблю дается на вн утрен ­

ней п овер хн ости  торои дальн ого эл ем ен та , гд е  происходит их п е­

р ер асп р еделен и е по толщине оболочки и в  окружном направлении.

В  то  же вр ем я окружные напряжения изм еняю тся весьм а  н езн ач и тел ь­

н о . Наиболее оущ еотвенно у ч е т  п ласти чн ости  о к а зы в а е т ся  на ве л и ­

чине б в  в  зон е и х максимальных значен и й, расположенной на 

внутренней п овер хн ости  цилиндра в  сечении П-П.

Указанные особен н ости  напряженного состо ян и я  конструкции 

определяют отличия в  х ар актер е  р азви ти я  зон  п ласти чности  на 

разных у ч а с т к а х  объекта по мере в о зр а ста н и я  величины вн утр ен н е­

г о  д авл ен и я . На р и с .5 .1 9  цифрами I  и 2 обозначены графики, о г ­

раничивающие об л асть  п л асти ч еск и х  деформаций при нагрузках^ рав -
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Эпюры напряжений в  сечении I - I  :  

а )  о севы е  напряж ен и я; б )  окружные напряжения
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вы х 6 , 9 8 - К Г 4  6  z  8 ,3 7 -  1 0 - * 6  с о о т в е т с т в е н н о , построенные 

в  меридиональном сечении О  = 0 ° .  С опоставлен ие и х п о к а зы в а е т , 

ч то  на более ранних эт а п а х  деформирования зоны п ласти чн ости  

и н тен си вн ее р асп р остр ан яли сь по толщине тороидальн ого эл е м е н т а , 

а с  увеличением  н агрузки  -  сф ери ческого и ц и лин дри ческого. Это 

можно объяснить т ем , ч то  р а зви ти е п л асти ч еск и х  деформаций при­

вод и т к  выравниванию и х границы в  окружном направлении в  с е ч е ­

нии I - I  ( р и с . 5 . 2 0 , а ) .  В сечен и и  П-П ( р и с .5 . 2 0 , б ) неравномерный 

х а р а к т е р  зон  пласти чн ости  со х р а н я е т ся  и возникаю т предпосылки 

и х расп р остр ан ен и я на всю  толщину конструкции.

Таким об р азо м , и з данных уп р у го п л аоти ч еск ого  р а сч е т а  с л е ­

д у е т , что несущ ая сп о со б н о сть  торосф ери ческого со су д а  оп р еде­

л я е т с я  преимущ ественно сферическими и цилиндрическими эл ем ен та­

ми, в  то врем я к а к  максимальные напряжения и зарождение зон  

п л асти ч еск и х  деформаций зафиксированы на тороидальном у ч а с т к е .

Р еали зация на ЭВМ р ассм атри ваем ой  задач и  осу щ ествлял ась  

методом дополнительных н а гр у зо к  при пропорциональном нагружении. 

Основные исходные данны е, выведенные на АЦПУ при контрольной п е­

ч а т и , приведены в  т а б л . 5 . 2 3 - 5 . 2 5 .  Р езу л ьтаты  решения задач и  вы­

в о д я т с я  на А1ЩУ в  ви де табли ц . В  т а б л . 5 .2 6  п ок азан а п еч ать  ком­

понентов тен зор а накопленных координатных напряжений в  местной 

си стем е координат (S//-S 3 3 ) ,  и н тен си вн ости  к асател ьн ы х  на­

пряжений (ИНТ) и и н тен си вн ости  п л асти ч еск и х  деформаций (ЕДЛ) в  

центре каж дого кон ечного элем ен та для  в с е х  меридиональных с е ч е ­

ний, При этом  в  шапке таблицы печатается номер шага и н тегр и р ова­

ния по параметру I T E R  , число итераций на текущем шаге 

I T V  и общее чи сло итераций 1 Т О

5 . 5 . 9 .  Решение физически нелинейной задач и  д л я  опорного
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Р а зви ти е  п л асти ч еск и х  деформаций 

в  меридианальном сечении 0 = 0 °

Р и с . 5 .2 0

Р азви ти е  п л асти ч еск и х  деформаций 

в  поперечных се ч е н и я х : 

п )  сечен и е I - I ;  б ) сечен й е П-П
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у с т р о й с т в а .

Возмож ности ШШ "К р у г" при и сследован и и  у п р у го п л ао теч еск о ­

г о  деформирования т е л  вращения о вы р езам и , нарушающими о с е с г н -  

м етричнооть ф о р м , иллюстрируются на примере опорного устр ой ­

с т в а ,  п р ед отавл ял ц его  собой массивный цилиндрический ст а к а п  о 

четы рьмя рядами секторны х вы сту п о в . У стр о й ство  нагружено р а в­

номерно распределенным по торцевой ч а ст и  осевым давлением  ин­

тен си вн остью  #  . Так к ак  и ссл ед у ем ая  конструкция и м еет 4 

п л о ск о сти  симметрии, р а ссм а т р и в а е т ся  оектор  с углом  раотвор а 

4 5 ° .  Р а сч ет н а я  схем а с  вариантом н ан есен и я се тк и  конечных э л е ­

м ентов в  меридиональном сечении п ок азан а на р и с .5 .2 1 ,  В окруж­

ном направлении показаны  се ч ен и я , проведенные ч е р е з  точки ин­

тегр и р ован и я, в  которых вы числяю тся значения ф и зи ко-м ехан и чес­

ки х х а р а к т е р и ст и к , координатные перемещения и латэлж ен ия. В 

к а ч е с т в е  кинем атических граничных у с л о ы й  принято о т су т ст в и е  

верти кальн ы х смещений нижних торцов вы сту п о в . У стр ой ство  вы­

полнено из неупр очн яодегооя м атериала о хар актер и сти к ам и :/ ? =

*  1 .2 1 4 - 1 0 ^  Z s »  0 . 3 .  И нтенсивность о сево й  внешней н агр узки  

и зм ен ял ась  в  п р еделах  $  «  0 .1 4 5 - 0 .4 3 4  2$  . В е с ь  и н тер вал  

нагружения р а зб и в а л ся  на п ять ш агов. И сследование у п р у го п л а с- 

ти ч аок ого  деформирования конструкции осущ ествлялось  о помощью 

р азр аб отан н ого  подхода при удержании 7  членов ряда Ф урье.

Р езу л ьтаты  р а с ч е т а  п о к а за л и , что наиболее интен си вн ое 

р азви ти е  п л асти ч еск и х  деформаций происходит в  верхн ем  сл ое  вы с­

т у п о в . На р и о .5 ,2 2 ,в  приведены зоны ш гастичнооти в  меридиональ­

ном 1 -Х  сечении в е р х н его  вы ступа в  п р о ц ессе  нагружения к о н ст­

рукции. Уже на ч етвер то м  шаге нагружения ( ^  «  0 .3 6 1  2 $  ) 

ш ш отичеокж е деформации проникают на вою вы соту  вы сту п а . На 

р и с .5 . 2 2 , 6  показаны  зоны п ласти чн ости  на р а зв е р т к е  сеч ен и я П-П.
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Опорное у с т р о й с т в о . Общей ви д  

и р а с ч е т н а я  с х е м а  с  нанесенным 

вар и ан том  се т к и  КЭ



1 2 3

Опорное у с т р о й с т в о , зоны п л асти ч еск и х  деформаций в  

меринианальном и окружном сеч ен и ях  вер х н его  вы ступа



1 24

На пятом в е г е  нагружения ( ^  «  0 *4 3 4  ^  > в с е  приведенное с е ­

чение переходит в  шгаотичеокую об л асть , В окружном направле­

нии возникновение и чаиболее интенсивное развитие пластических 

деформаций происходит у границ вы ступов.

Несмотря на то , что интенсивность внешней нагрузки на 

пятом шаге в о зр а с т а е т  по оравнению о предельным упругим реше­

нием почти в  3  р а за  и сонн пластичности охваты вает вое сечение 

верхних гы отупов, не происходит потери несущей опособнооти кон­

струкции. На р и с .5 .2 3  сплошными линиями показаны относительные 

приращения реакций выступов» а пунктирными -  относительные р еак ­

ции выступов в  процессе нагружения. Цифрой I  обозначены графи­

ки , относящиеся к  верхнему ряду вы ступов, 2  -  среднему» 3  -  

нижнему

Р- J  a  a s , aP =J Ac^dS,
Ц

гд е  S $  -  у ч асток  границы т е л е , на котором заданы еотвеинне 

граничные условия

f t . / a i d s ,  i b - p ,
S ul Sul *

где S u l  .  участки границы тела (нижние плоокооти вы сту п о в), 

на которых заданы кинематические граничные услови я.

С увеличением внешней нагрузки происходит перераспределение 

относительного вклада каждого кольца выступов в  суммарную реак­

цию конструкции. Т ак , если на первом шаге нагружения верхние 

выступы воспринимали более 60% внешней н агрузки , а нижние лишь 

2 0 ,5 J f ,  то на последнем шаге вти значения соответствен н о 4 2 ,5 £  

и 2 6 * .
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Опорное у с т р о й с т в о . О тносительные реакции и 

их приращения ве р х н его  ( I ) ,  ср ед н его  ( 2 )  и 

нижнего ( 3 )  п о я со в  вы ступов
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0.ООООо* Q0 о , Оп90°*00 3,00009*00
6*89197* 3 1,67333*03 4,00000*00
0»ООООо+ОО 0,00000*00 0.00000*009 *ООООо* оО 0.00000*00 9,00000*00
9 •00000*00 9.00900*00 9 , 00009*00
9 •90000*00 0,00000*00 9 . 0000 9*0 00*90000*00 о , ОоО00*0О П . 00000*00
0* 900 Об* 90 0,00000*00 9,00000*00
й *62454* 3 9,9X4*8*93 9 . 90000*00
0. 90006*00 0 . Оп9О0 *00 9,00009*60
0* 90905*90 0 , о 0 Г* 00*00 9 , 0 00 0 9 *09
0 •00003*00 0,0п909*00 3.00009*00
0 •00906*90 0 , 000 0 0 *00 9 , 9 00 0 9 *009 .00906*90 9,9п''0°*00 9,00909*00
0 •ООООо* зо О,Ооп00*0О 0 . 0 000 0 *6 0
1 *973«3*0« 4.4,ft 09*08 0 , 00009*00
о.00000*90 0. PoftO0*0O 9 , 9 000 0 *0 0
0*00000*90 0 , ПаП09*ОО 9,90000*60
9 •90000*00 о. ооп0о*0о 9 , 90009*00
0 .0000д*90 *, 9ап0°*0О 9 , 0 00 0 0 *60
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Таблица 5.23

iщ 69* й 2 П0ЛЕ ПРИЭН|К0В 89*0 3 89.0 4 80.9 3 89,0 8 89,03 * 0 8 71 * 0 9 71.5 1 0 7 1.0 11 7}. 0 12 71.0
'Л 71*0 14 7*0 t3 71.0 19 71.0 17 71,0 u 71. 0
19 7 1 * в 09 ?l*0 21 7*9 1 % 7l • 0 23 ?i.o 34 7I. 0гз 71.0 0 jО2

7t,0 27 71.0 78 7*0 20 71.0 30 71. 051 71 * 0 71.0 33 71.0 34 71*0 33 7.0 38 71 . 0
37 71.0 J* n;o 3* 71.9 40 71.5 41 71. » 42 T.®43 71 * 0 71,0 4l 71.0 48 71*0 47 71.0 4® 71.04« 7 • 0 Jo 71 # 0 )1 71.9 32 71.0 53 71,0 98 71. 033 71*0 h r.o 9t Tl.9 99 71.0 39 71,0 60 71.0
31 71 • 0 71.0 6l 7.0 84 71,0 63 71.0 68 71.0в? 71 • 0

! S

M,0 8# 71.5 70 7*0 n 71.0 72 71. 0
71 ‘ 0 ?1. 3 7» 7 1 • 0 79 7}*0 77 7*0 7® 71. 0tfl 71 • 0 90 M,® 91 71.9 92 71*0 $3 71.0 94 7,0аз 71 <■ 0 90 71*0 97 71.9 98 71.0 89 71.0 *0 71.091 7 . 0 02 П.0 03 71.0 94 71,0 03 71.0 08 71.0

9* 71 * 0 0 8 7.0 90 71.9 Ю0 71.9 101 71,0 j.0 2 7 1, 0103 71.0 194 71.0 ИЗ 7.0 108 71,0 107 71.0 too 71.0
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Таблица 5 . 2 4

2.50343*09
г10п£ <0оРл ИМАТ

l 0 00000*00 2 2.51850*00 9.00000*00
3 2, ЗЗваз + 00 о^ооооо+ео 4 2 . 6 0 0 0 0 * 0 0 0 . OOOOU + OQ
3 2,641?з*00 оАоооро*оо 6 2,68350*00 0,00000 + 0 о
т
0 2*6^3334-00 2 . 503б|*05 Й Ш П !

8
10

2 . 4926f)*0O 
2.34703*00

2,01979-0* 
Z . 66230-01

И г* з«вбА*ао 
?.  6 71 j>o* оо

t 2 2.63028*00 t , 92784-Ui
13 ? 96031-01 14 2,68471*00 2 , 9703б-«!
1* 2 . 43952*03 5*62226.01 18 2.47221+00 7 »e42H, . f
I t 2*31343*00 3707. 4^51 18 2.33^60700 9. 7723a^O t.

2.393?з*00 5*33772-01 20 2,63717*00 9,90266-01
*1 2.649^6*00 5*92291*01 22 2.40462400 6 . J 9 0 2 ' - «

* 7+1тх х♦°о 8*42018.01 24 2,43771*00 8 91759-0 ,
*3 2.49 8J2+ 0 D 8*’ 61440-01 24 2.33892+00 e. f l l6l*<*l
зт 2.5Т93>*00 8Ф800о?' 01 78 2» 39202*00 9,83693-01
2’ 2,32032*00 l l l l 08 » * 00 30 2.34044+09 1 . l l * e4*O0
31 2 .Зв016*00 1^12731*60 32 2,41988*00 1.14038*00
33 2.43960*00 1ж1#*25*80 34 2.49932+00 1.16612*00
з з 2.31134*00 1 17Оо»*00 3е 2, 23t)80*00 t .57353*Oo
зг 2,2*267 + 00 1*38043*00 38 2.28126+00 1.39637+00
30 2 . З1’ бз*0о 1*'41*31 *00 40 2.38844+00 t , 4*824+0q
4: 2.39^63*00 1^44413*00 42 2.40891+00 1.44906+00
43 *, . 12*3*00 1 33194*00 44 2.12441*09 l . 6377 64 ur
4» 2. 1«1(э + 00 1*63666*00 46 2. 19886+00 1,67937+Op
47 2.23686*00 1^894*8*00 48 2.27331*00 1.71339+oq
*9 2.26 476*00 1.71920*00 3 0 1.99709*00 1 . 8 1 2 9 6  + 6 0

31 1 v994?3*00 1 821*7*00 52 2.02722*00 t .54996*00
3' а . о з г о i*oe 1*3?б29*00 54 2.08859*00 1.90660*00
53 2.11*18*00 1 “ej4*l*80 56 2*12872*00 1.94563+1 0
37 1 * 6 1 $7?♦ 0(J 1 л9 52ой* ДО 58 1.82349*00 1 . 9 4  3 9 1 * h 0
до 1.845^^*00 1 %994«*00 6 0 1.86717*00 2 . 0 3 3 0 8  + r| r,
в ! 1 . 8 *0 0 1 * 0 0 7048 ♦ ( 10 62 1.91084+00 ?. 10623* « 9

Й * 1.01796*00 + * ! 1 7гл+ до 64 1.64482*00 7 , (J4I 4 i * t
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Таблица 5 .25

ПО"р т е м п Е М т у р
1 - 3  , OOD0O<>02 2 • 2 . 7 2  3 6 2 * 0 2 3 - 1 , * 2 3 3 7 * 0 1
4 • » . 2 7 1 3 х * 0 1 3 - 2 , 4 3 9 4 1 * 0 1 6 - 3 . 7 3 3 1 2 * 0 6
У - l . U T j a - Ов 4 * 3 . 0 0 0 9 0 * 0 2 9 - 2 . 7 2 3 * 2 * 0 2

1 0 - 1 . 6 2 5 3 7 * 0 2 11 • 9 . 2 7 1 3 1 * 0 1 I 2 - 2 . 4 1 7 4 3 * 0 1
ю - 3 . 7 1 5 ^ 2 * 0 0 14 - 1 . 1  1 7 3 3 - 0 8 И - 3 . 0 0 0 0 0 * 0 2
ю - 2 .  72  3 0 ^ . 2 1 ’ - 1  3 2 1 3 7 * 0 2 16 - 9 . 2 7 1 3 1 * 0 1
19 4 3 7 4 ^ * о 1 23 - з ; 7 з п ? * п о 21 - l !  1 1 7 3 6 -  0®
? ■* - 3 . 0 0 0 0 0 * 0 2 23 - 2  , 7 2 1 4 2 * 0 2 7  4 - 1 . 6 2 3 3 7 * 0 2
*» 1 г * .  2 7 1 * J l  + 0 i 26 - 2 . 4 3 Т ‘ Ч П 27 - 3 , 7 3 3 1 2 * 0 0
24 - 1 .  1 1 7 3 0 - С ® 29 * 3 . 0 0 3 0 0 * 0 2 30 - 2 . 7 2 3 6 2 * 0 2
1 1 - 1 . 6 2 3 3 7 *  ? 32 - 9 , 2 7 1 3 1 * 0 1 33 - 2 , 4 3 7 4 3 * 0 1
14 -  3 . 7 3 3 i 2 ♦ 0 5 33 - 1 , 1 1 7 3 8 -  0 16 - 3  , СОООО* 02
1 ’ - 2  . ? ? 3 б ? * ° 2 33 - 1 , 6 2 1 3 ’ * 2 39 - 9 . 2 7 1 3 1 * 0 1
4 - 2 . 4 3 7 * 3 * У 1 41 - 3 , 7 3 1 1 2 * 0 0 42 - 1 .  Ц 7 3 6 -  3®
А 1 - 3 . 0 0 0 0 0 * 0 2 4 4 - 2 , 7 2 1 4 2 *  2 4 3 - 1 , 6 2 3 3 7 * 0 2
44 - 9 . 2 7 1 1 1 * 0 1 4 ’ - 2 , 4 3 7 4 3 *  1 46 - 5 , 7 1 3 1 2 * 0 6
4« - 1 . 1 1 7 3 0 - 0 6 30 - 3 .  0 0 0 0 0 * 0 2 ®1 - 2 , 7 2 3 6 2 * 0 2
5? - 1 . 4 2 3 ) t * j 2 33 - 9 , 2 7 1 3 1 *  1 34 - 2 , 4 3 7 4 3 * 0 1
44 - Э , 7 1 3 { ; » * ‘ 0 36 - 1 , 1 1 7 3 3 -  в 17 - 3 , 0 0 0 0 0 * 0 2
34 - 2 » 7 2 3 4 ? ф *2 39 - 1 . ® 2 ® 3 7 *  ' 2 6 0 - 9 . 2 7 1 3 1 * 0 1
б - 2 . 4 3 7 * 3 *  1 62 - 3 . 7 3 3 1 ’ * 10 43 - 1 ,  Ц  7 3 6 - 0 6
6 4 - 3 . 0 0 0 0 0 * 0 2 6® * 2 , 7 2 3 4 * *  2 6б - 1 . 4 2 3 7 7 * 0 2
67 - 9 . 2 7 1 3 ! *  1 66 - 2 , 4 3 7 4 1 *  1 69 - 3 , 7 3 3 1 2 * 0 0
7 - 1 . 1 1 > 1 0 -  Л 71 - 3 , 0 0 6 0 0 * 0 2 72 - 2 . 7 2 3 6 2 * 0 2
Г ' - 1 . в ? » 3 7 *  7 74 - 9 , 2 7 1 3 1 *  1 73 - 2 . 4 1 7 4 3 * 3 1
76 - 3 , 7 3 3 i ? + 0 77 - 1  , 1 1 7 3 3 - 0 ® 76 - 3 . 0 0 0 0 0 * 0 2
У 0 - 2 . 7 2 3 ? 2 * 0 2 во - 1  , в 2 ® 3 7 * 0 2 41 - 9 , 2 7 1 3 1 * 0 1
6 Г - 2 . 4 Э 7 4 1 * р 1 «3 -  3 , >«3 11 ? ♦ 0 0 в 4 - 1 . 1 1 7 3 6 - 0 ®
63 - 3 . 0 0 0 0 0 * 0 2 В* - 2 , 7 2 16■»* 02 6 7 - 1 , 8 2 3 3 7 * 0 2
60 - 9 . 2 7 1 3 1 * 0 1 69 - 2 , 4 3 7 4 1 * 0 1 «О - 3 , 7 1 3 1 2 * 0 0
о ^ - 1 . 1 1 7 3 6 - 0 ® 9 ? * 3 , 0 0 0 0 9 * 0 2 9 3 - 2 , 7 2 3 6 2 * 0 2
0 4 - 1  » 6 2 ® 3 7 * С 2 9® - 9 , 2 7 1 3 1 * 0 1 «6 - 2 * 4 3 7 4 3 * 0 1
6 - -  5 . 7® 5 1 2 93 - 1  1 1 7 3 3 - 0 8 99 - 3  0 0 0 0 0 * 0 2

10 - 2 . 7 2 3 6 2 * 0 2 Ю 1 - 1  , * 2 1 3 7 * 0 2 Ю 2 - 9  I 2 7 1 3 1 * 0 1

и з - 2 . 4 3  74  | * П 1 0 4 - ® . 7 3 1 1 ? * 0 0 Ю З - 1 . 1  1 7 3 6 - 3 ®
и * - 3 . 0 0 0 Эо * Г г Ю ’ - 2 , 7 2 3 4 ’ * 9 2 Ю 6 - 1 . 6 2 3 3 7 * 0 2
1 о п - 9 . 2 7 1 3 , *  Ч 1 10 - 2 * 4 3 7 * 1 + " 1 1 1 1 - 3 , 7 1 3 1 2 * 0 0
1 1 ’ - i . i W j a  ю 1 1 3 - 3  0 0 3 09+ 02 1 1 4 - 2 , 7 2 3 6 2 * 0 2
Ц З - 1 . 0 2 3 3 7 *  7 1 И - 9  % ? 1  3 1 v >1 1 1 7 - 2 . 4 1 7 4 3 * 0 !
1 И -  3 .  7 3 3 j 2 * n o 1 1 9 - 1 , 1 1 7 3 1 - 0 8 Ю 0 - 4 . 3 9 3 4 0 * 0 1
1 ’ - 3 . 9 б 6 б з *  01 1 2 ’ - 2 , 6 7 1 2 0 * 0 1 Ю з - 1 . 3 3 7 7 3 * 0 1
1 ? 4 . 3 . 5 6 9 3 з * 0 3 1 2 3 - в  . 1 9 3 8 ’ . 0  1 Ю б - 1 . 6 ’ 6 3 6 - 0 9
1 2 7 - * . 3 9 3 * о * 0 1 1 2 0 - 3 , 9 0 0 6 0 * 0 1 Ю 9 - 2 , 6 7 3 2 0 * 0 1
1 1 - 1  . Ю Т т З Ю 1 1 J 1 - 3 * 3 0 0 3 ) *  0 0 1 1 2 - в . 1 9 6 6 9 -  01
i b - 1 . 4 3 * 3 6 - 0 9 1 П - 4  , 19  3 4 ’ * 01 1 3 3 - 3 , 9 8 8 6 5 * 0 1
13* -  2 ♦ 6 ’ 3* п ♦0 1 1 3 ’ - 1 , 1 1 7 7 4 * 0 1 И в - 3 . 3 6 9 3 3 * 0 0
1 3 9 . 8 . 3 9 6 0 9 - 0 1 149 - 1 , 6 3 4 3 * - п 9 1 41 - 4 , 3 9 3 4 0 * 0 1
1 4 ’ - 3 . 9 6 ® 6 3 * ° 1 1 4 3 - 2 , 6 7 3 2 0 * 0 1 1 4 4 -  1 . 3 1 7 7 3 *  0 1
1 4 Ч - 3 . З Л 9 з з * 0 0 1 4 3 - 6 . 1 9 3 4 9 - 0  1 1 4 7 - 1 , 6 1 6 3 6 - 0 9
1 4 6 - 4 , 3 9 3 * 0 * 0 1 1 4 9 - 3 , 9 0 0 6 1 * 0 1 Ю 0 - 2 . 6 7 3 2 0 * 0 1
1 3 ; . 1 .  j 477j * : i 1 3 ’ - 3  , « 6 9 3 1 *  0Q ЮЗ - 6 . j 9 6 ® 9 - 0 l
И 4 -  1 . 4 3 * 1 6 - 0 9 1 5 3 о , о о ® о п * о о Ю б 0 , 0 0 0 0 0 * 0 0



Таблица 5*26

пелГ НАПрч*ЕнИй it сR“ 3 J ТVs I х ТОis 5
3ft. N * * 3li 312 522 523 513 S3* *нт ело

I i -8,1*0+01 8.7*0*01 1.*32*03 0.000*00 0 * 0 0 с * о и 3,8684-52 7.152*0? 9.00о*00
2 -1,оз7+о? а . 31**S1 7.939402 -0.281*01 -2* 636* 01 6.702*02 4.570+02 з- 0 о 0*0 с9 3 -«*466*01 ->,432*31 1.050*03 1.171*02 4.013*01 5.5гвф QZ 5,*57*02 0.000*00

1 4 -в,36440I *.3*3*01 1.323*03 -0.281*01 -2.038*01 4.354*22 6.615*02 0.000*00
5 -1*о,4*ог 6.1*i*01 6.8*3*0? - 4.0 1 3- 09 1.376-0» 7.1вв*аг 4.323*02 0.000*00

2 I -г,5зо*о1 т.33l*0X 1.420*03 0.000*00 0.000*00 4,325+52 6- 6 /6*о? 0.00 0*00+ 2 -1*4б®*02 5.5*7*01 в.206*07 -7.620*01 -3.137*01 5*100*01 4. 6*7+Э2 0 * 0 0 0*00
2 3 -«.771*01 6.3*7*01 1.074*03 1.078*02 4.4*4*01 4.862*01 3.474*0? 0 • 00с*002 4 -4*0*01 7.100*01 1.319*03 -7.620*01 *3.137*01 4.624+02 6.317*02 0.000*00
•> 5 -1,6*1-02 5.1*3*01 7.272*02 -3,693-09 1.331-0» 5.1»?-сг 4.263*0? 0.0^0*00
3 1 6* оэ4*ор 4.330*01 1.3*2*0з 0.000*00 0.000*0» з,гвт+ог 6.г?б + о2 о.000*00
3 г -1хвЗЗ+02 7,*00*01 9.336*02 -3.5*3-01 2.040*01 3.956*02 *.997*02 с.300*00
*> 3 -9 4 4 6*01 3~492*01 1* 104*03 7-в40*01 -1,*71*01 3,8*4*02 5,501*02 о,000*80
3 4 -г;з4з*о1 0вэ*01 1.272*03 -3.343*01 1,0*0*01 3.813+02 6* 011 * 0 2 с! 00 0* 00
3 3 -1*930*02 2.635*01 Е.630*02 -2.600-09 5.0*5-10 3.962*02 4.704+Q2 0.000*03
4 1 -г*Зб3*о! 3.324403 1.272*03 0.000*00 0.000*00 2.748*02 6.10»*о2 0.000*00
4 2 -1* 18«*0? -4.63*400 1. 0 6 3 • 0 3 -3.767*01 2.164*01 з.эзв+аг 5.310*02 4*000*00
4 3 0*005*00 -7,б1г*01 -1.3*0*00 1. 161*03 3.250*01 -3.061*01 3. Ю5*о? 5.757*02
4 4 0А000*в 0 -3.335401 1.930*09 1.230*03 -3.677*01 2.104+01 2.853-0? 6.010*02
4 3 0*000*05 -t.эбб4ог •6.003*00 1,031*03 -1.7*3-0» 1,049.0с 3, 462*02 5.404*02
3 1 0в000*00 -*1260431 -3.376*01 t!з1б*оз 0,000*00 5.000+30 2, 6 13*5? 4*439*02
5 г о оро*оо -5.33ft*oi -3.721*01 1,263*03 -1,99в*01 1. 1U2+ 01 3. 1в2*^2 6.229*02
$ 3 0,000*00 — 4.0^6*01 • 3 . $7 В ♦ 0 1 г.гв5*оз 2.876*01 -1.55в*В1 2.949*02 6.320*02
3 4 0,00о*оо -7.013*01 -3.433*01 1.307*03 -1.990*01 1*102*01 2.715*0? 6* 405*02
Щ 3 0,000*00 -5,1*0*01 -3.780*01 1.233*03 -9.688-Ю 5.342-10 3.279*0? 6,1Л»*02
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Таблица 5.30
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Таблица 5 . 3 1
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Таблица 5.33 
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Таблица 5,33

1 5IG23 
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3 0,138240 00 -0,299750-01 10,113890- 15 -0*054920'-01
4 0 , 17573D 06 -0,399663-01 'i 2, 132220* 15 - 0 , 122580 00
5 0,335*20 06 1-0,559330-01 0,718340* 1 6 -0,181810 

-0,247370
00

6 0,771730-01 ' - 0 , 5 0 9 3 5 0 - 0 1 0.133400* 15 - 0 1
7 0,899660-01 -0,636940-01 i ? ,  145510- 15 - 0 . 3 7 4 2 0 0 ^ - 0 1
8 0,108270 00 -0.318920-01 10, 189500- 13 - i . l 3 3 l 7 D i - 0 l
9 0,135760 00 |-0,}09<9D 00 10,242750* 15 - 0 , 8 2 6 1 4 0 -01
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1 CP523 1 ^ 0 3 3
0.481390.16
0.215370.17 0 J0 1
0,112540.13 0.0
0,33*820-13 0.0
0.531260-13 0,0
0.4O332D-16 0.0
0,990960-16 0.0
0.202530.15 0,0
0, 1910*0-15 0.0
0.602820.15 0,0
0,2166*0.16 9.0
0. 137040.13 0.0
0. 165220.15 0.0
9.206220-15 0.0
0,435820.15 0.0
9.198410.15 0.0
6.207930.15 0.0
0.111890-13 0,0
0.147220-13 0.0
0.3430*0-15 0.0
0.245460-13 0.0
9,217270.15 0.0
0.171320-15 0.0
0,153960-13 0.0
0.152220-13 0,0
0,516080-16 0.0
0.130970.15 0.0
0.782790.16 0.0
0.845600- 16 0.0
0.33827D-16 0.0

Таблица 5 . 3 5

x i
1 e * 7 i a * i o - e i  1
2 1 , 6 9 0 9 6 0 - 0 1
3 0 ,  1 1 3 9 9 0  00
4 9 t 1 5 1 27 0  00 
3 0 , 2 1 1 2 6 0  00
6 0 , 5 0 9 * 6 0 - 0 1
7 0 , 7 2 6 1 0 0 - 9 1
8 0 , 9 2 8 1 6 0 - 0 1
9 0 ,  1 2 3 0 * 0  00
0 0 ,  1 7 1 6 2 0  00
1 0 , 4 2 2 0 6 0 - 0 1
2 0 . 5 1 6 3 5 0 - 0 1  

,3 0 , 6 5 2 6 0 0 - 0 1  
* 0 . 8 5 9 9 Ю - 0 1
5 0 ,  1 1 9 * 8 0  00
6 0 , 4 2 2 6 8 0 - 0 1

17 0 , 5 1 6 3 5 0 - 0 1
18 0 , 6 5 2 0 0 0 - 6 1  
j 9  0 * 6 5 9 9 1 0 - 0 1  
20 0 . 1 1 9 * 8 0  00 
2 1 0 , 5 8 9 * 6 0 - 0  1 
22 0 , / 26100- 0  1 
23 0 * 9 2 8 1 6 0 - 0 1  
2 *  0 ,  1 2 3 0 4 0  00
25 0 , 1 7 1 6 2 0  00
26 0 , 7 l 8 4 l O - 9 l
27 0 , 9 9 0 0 6 0 - 0 1  
26 0 .  1 1 3 0 9 0  00
29 0 . 1 5 1 0 7 0  00
30 0 , 2  1 1 ^ 60  0 Э
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